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リングポテンシャルの概念と流体工学への応用
A GeneralIdea ofRing-PotentialsandIts Application to

Hydraulic Engineering

粟 須 正 登*
Masato Kurisu

内 容 梗 概

工学上でのポテンシャルの応用は枚 にいとまがない｡もちろん流体カヴでもこれが利用されており,未知

の流れを邦論的に解明している｡しかしながら三次元流jtを師バ及う場合ほ,きわめて特殊な流れむこついての

み簡明な数式で示されるが,一般的には非常に複雑な関数の形をとる〔筆一新ほたまたま既知ポテンシャルをリ

ング状に配列することにより新しいポテンシャルが誘導され,このようにして関られたポテンシャルが,流体

工'芦七三次元問題の解明にイJ`力な関数であることに気囚･いた｡

上 の手法 吹を しからの流れおよびうず運動のポテンシャルについて応爪したところ,前者からほ一般三

次元のうず無し流れを解明できるリソグ吹r†‡し系列のポテンシャル群が得られた｡これらの関数は,楕円積分

の形をとり数式上から等価半径を導入すれば,リング吹=しを点吹川しへ等価できる便利が生ずる｡また後者

からは"リングうず'のポテソシヤルが

るに至った｡

l.緒 言

められ,これはうず矧;釦こ新分野を与えるであろうことが推測され

三次元流れの饉諭的解明には従来一般に点吸判し流れ系列のポテ

ンシャルに平行流れを組合わせる方法が川いられており,飛行船ま

わりの流れ(1)など無限大空間内に一間かれた回転対称体の流れが解決

されている｡ 老は,このことから てし推 リング状に吹｢1-iし流

れを西己列しこれに平行流れを加えることにより管内流れをあらわす

ことを考えた｡辛に数式の誘導過程においてほ,楕円積分の導入に

より点吹～1-iしへ等価できる簡明な形となすことができ,ここに得ら

れたリソグ吹目し流れのポテンシャルはよく管内流れの諸問題を解

明するものであることを知った｡

また,リソグ上でのポテンシャルの分布が一様でないものを想定

すれi･ご,これは一般三次元流れを示すポテンシャルとなる｡その簡

単な例としてSinまたほCosin分布のリングポテンシャルが前と

似の方法で求められた｡したがって,これらを組合わせることに

よりフーリエ級数分イl了のリングポテソシヤルが作られることを意味

し,一般三次元物体でもその断面がフーリエ級数に展開可能な形状

であれば解明できることとなる｡さらにこの理論を拡大してゆけ

ば,点吹出しのポテンシャルばかりでなく,棒状吹出しや,ダブレ

ット(複泉)や,さらにうず糸など一

も同じ方法が適用できる｡

の既知ポチソシヤルについて

このようにし得られる新ポテンシャルほ従来解決し得なかった多

くの問題に寄与するものと考えられる｡ 者は,この新ポテンシヤ

ルをここではリソグポテンシャル(Ring-Potential)と呼ぶことにす

る｡この報告では,この理論の一般的概念と流体工学への応用の一

2.記 号

∬,ツ,之:

′･･′′:

α:

∬/,〆:

ノJ:

Q:

J:

三次元帝:角座標

原点を中心とした円柱座標

リソグの三It径

原点を中心としたリングの直角座標

空間上の任意点

リング上の任意点

原点よりP点に
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/-:

J∴･:

ヴ:

郎:

､｣ゾ:

す1す,す2i:

W,γ,紺:

Ⅴ:

佑:

Vo:

l●い:

取=0:

lγe:

ぶ=Vo/l㌔0:

5′ナ:

¢:

d¢よ:

‥J.･‥

耳E:

Å･:

Jl:

/､こ

』J'J:

βノ):

♂0:

〟/,恥/,何,才:

P点よりQノ如こ至る距離

リング吹Ⅲしの等価半径

r∴くおよびリングの仝吹‖し最

吹汁‡しの分布関数

任意点の微小吹目し量

フーリエ係数

苓紬力向の速度成分

合成速度

半径方向の速度成分

てド行流れの速さ

全吹刊し量がリングαを通過する速さ

g軸上の速さ

臨界速度

速度比

臨界速度比

任意ポテソシヤル

リング上の任意微小ポテンシャル

リングポテンシャル

第1,2穫楕円積分記号

楕円積分の母数

単位幅の叩平面内のうずの強さ

うずの分布関数

任意点の微小うずの強さ

PQと∬軸とのなす角

POと∬軸とのなす角

積分の媒介変数

積分過程の一時常数

リングαの全周積分記号

Suffix

従来の三次元流れポテンシャル

との関連

三次元流れポテンシャル論の手法は,次のように二つに大別され

よう｡その一つほ,ラプラスの方程式が線形である性質を利用した

もので,既知の特別解を重畳して問題の解決を企図する方法であり,

ほかほ一般解を先に求めておき,この解の境界条件を物体形状に令
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み=拉Z

(の平行流1l

･･･ユー

(∂)吹出Lノカ1らの流れ

名=ルZ-
イ尤/

(ど)回転対称体の流れ

第1図 平行流れと吹出しとの組合わせ

わせる手法である｡軸対称の三次元流れについては,一般解(2)がべ

ッーヒル関数の形で明らかなので,これを応用することにより境現の

簡甲･な直管内流れ(3)の解明に成果が得られつつある｡両手法それぞ

れに優男はあろうが,後者によるときほ,一般仰の←11に特異点も合

まれる恐れがあり

､
､
､検的A冊鋸関の式数 雑となる難点があろう｡

前者によるときほ,重ね合わせる特別解の個々について検討を行え

る健があるので,筆者はこれに従ったJこの理論に導入した第1,2

掩の栴H硫分は,いずれも1価性の手il調闘数に限定してり)使肝=J能

であり,したがって巧;､宇異∴■､くが導入される心配ほなくなる｡またこの

理論から求められる"リングうず"は=電流のポテンシャルから錯

られた従来の"うず貴"とはその本質を異にするものであるし)況m

される恐れがあるので特に述べておく〕

4.リングポテンシャルの概念

工学上の諸問題を用諭的に解明するにあたり,ポテンシャル関数

の埠入は,数式上の取り扱いを著しく簡略にすることは関知のとお

りである｡ポテンシャルほ一般に,その関数が示している問題の境

界条件が物理的に重ね合わせが可能であり,かつ考えている街域に

おいて不

足し

続点を含まない場合には,微分ノノ粒式論の線形条件を溝

･件の原理が成_立するというすぐれた性質をもっている｡この

ことほ従来より周知のことではあるが,本文での説明に必要である

し,またこの概念の根底をなしているものであるので,流体力学の

吹目し流れを一例にⅠ反り具体的に ＼へ ることにする｡

流体力学では一点より無限大の空間に向って吹誹_lす流れを考え

て,これを吹汁1し流れ(弟l図(b)参!Ki)と呼んでいる.｡この流れほ,

吹出し点を原点に取れば(1)式で示される 直なる形のポテンシヤ

ルで わされる｡

1;.
4汀J

ただし,q=吹山し鼠J=ノ完妄両耳才~
また,平行流れのポテンシャルは,流れのプブ向に之軸を収れば,

¢2=Vog(Voは平行流れの さ,弟1図(a)参照)なるポテンシヤ

ルで示されることも明らかである｡この二つのいずれの流れにも渦

運動を含んでおらず,したがって全鶴城において連続である(,かつ,

物理的に重ね合わせることにも意味がある｡この場合は前述の線形

条件が満足されるので,両ポテンシャルは重′;モーたされで断らたに別の

ポテンシャルを形成する｡すなわち

¢3=¢2+¢1=l㌔才一
4方J

となる｡¢3は無限大牢紹内での回転対称休の流れ(弟=図(c)参

照)を表わす基本のポテンシャル関数で,これが実験酢果に合致す

る(l)ことも砕認されている｡またさらに一般的に線形境界条作が満

足される限り

¢=¢1+¢2+¢3+……+¢′上

で求まるポテンシャル関数が存在することが証明される｡

いま空間上に半径αなるリングを考えて,この上に竹偶の既知ポ
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第2図

第4岡

第3図

テンシヤルを並べても(弟2図参照)

(3′)式が成立することに変わりほな

い｡このようにリソグ上に配列して

求められた新しいポテンシャルをこ

こではリングポテソシヤルと呼ぶこ

とにする｡これをゎにて示せば

¢月=¢1+¢2+¢3十……十如

(3)式が得られる｡しかし,(3)式で示されるリングポテンシャル

が存~f【三するためにほ,前述の 形境界条什とほ別に,既知ポテンシ

ヤルで示される現象が物理的にリング状の配列が可能であるという

必要案什が追加される｡

リソグ上に並ぶポテンシャルの数を次第に増した場合その楓捌こ

おいて無限個の既知ポテンシャルを迅続的に分布させたものが想定

される(第3図参照)｡この場合は(3)式の彿を∞と揮いて次式をう

る〔

如=.∑』
g=1 ¢′よ=∫｡.d(¢7)･･

』¢まは三次元問題を取り扱う場合,一般に∬,γ,gおよびリングα

の掩標∬′,〆の関数として表わされる｡すなわち

ま釆二は

ただし ∬/=αCOS〟,〆=αSin♂

(5)式の関数の形が決まり,(4)式の紙分が可能であればゎが

求まる｡こころみに二,三の簡単な場介に適用したところ,辛にもそ

の積分に成功した｡以下これらを吹J_1_lし系列のポテンシャルおよび

うず糸系列のポテンシャルとにわけて慨才占的に ‡ベ

5.リング吹出しからの流れ

5.1リング吹出し流れ

点状の吹rI‡し流れをリング上に 分

･
l

抑続 和させた場介(弟4図

参照)を想定すれば,このような流れはリング吹Jl=ノ(リングソース)

を形成する｡この場合は前章のリングポテンシャルの粗論がそのま

ま適用できて流れを解明する関数を求めることができる｡

空間上の任意点?(∬,ツ,Z)と

をJ/で わせば,Q点近傍の

リングの任意点Q(∬′,〆,0)との距離

裾小微

ヤルは(1)式のJをJ/と揖いて,

て,この場合(5)式の』¢iほ

｣∴
｣り

47rJ/

功りによるP点のポテンツ

わされる｡したがっ

(5-1)

となる｡これを(4)式に代入すれば次の(4-1)式が得られる｡

(4-1)

』¢～はリング上の分布の方法によって決まる関数で,一般には
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または

♂

=り 様 分 布

第5図 リ

第6岡 リング吹州しからの流れ

耶=射(∬′,〆,0)

曾i=す7(α,β)

1 β
口

(∂)∫/〝 分

ソ グ上 の 吹 出

で示される｡(7)式で示される関数郎はその分布方法によってい

ろいろのものが考えられるが,ここでほ次の基本的の三つの分布,

すなわちリング上に一様分布した場合(第5図(a)参照),Sin(また

はCosin)分布した場合(弟5図(b)参照)およぴフーリエ級数分布

した場合(弟5図(c)参照)とについての説明にとどめる｡

5.2
一様分布のリング吹出し

リング上の吹Jllし分布を→様とした場合には,分布間数を示す

(7)式ほ

射=方･β=
27ご
β……………………………………(7-1)

ただし,g=常数,¢=リング上の全吹出し景

となる｡(7-1)式を(4-1)

毎=-
8汀2

ただし,J･=√亘二
または

に代入すれば

∬′)2+(ツー〆)2+之2

r2十Z2十a2-2a(XCOSU+ysinO)

(4-2)

となる｡上式の積分(8.1節参照)ほ電磁気学(4~6)の研究で明らかに

されているが,これを流体工学で利用に健なるように書き改めれば,

次の楕円積分の形をとる｡

如=一読-ダ(;-,ゐ)
または

70

布

第42巻 第5号

β

(ど)フーリエ枚数分布

類種3の布介し

l

∴.

または

､､
■●

､･

･

･∴､､

第7岡 Z和上の流∴速の変化

‥∫.･

一誌〔1+(÷)2町(÷･‡)2ゐ4

+(一三･-≡一･一喜一)2町…〕

如=一読〔ダ(-;-･り×告〕
ただし,J′～=ノ

ん＼､

(γ-トα)2十Z2

(.γ+α)2+z2

これが求める一様分布のリング吹汁1しからの流れを示すポテンシ

ャルとなる｡(8)式を変形した(針)式と点吹目しを示す(1)式とを

比較すれは,その形がよく似ていることに気付く｡

すなわちJをJ/?に置き換え,かつこれに楕円積分を乗ずること

より,リング吹～1=ノを点吹刊しへ間換できることが数式上から明ら

かになる(二､ここで山上を等価半径と呼ぶことにする｡このようにす

ることにより,点吹Fliしに関して研究された従来の数 上の手法が

そのままリング吹Ⅲしについても応用できてはなほだ好都合であ

る｡

次にこのポテンシャルの利用について簡単に述べよう｡(8)式で

求めたポテンシャル関数の偏微分を行うことにより,

度成分,祝=
∂如
"_∂¢ガ .....___∂如眈l

∂∬'▼ ∂ヅ' ∂z

の両班朝

●
-

が得られることはもちろ

んである｡数値計算の結果を概略図示すれば,弟d図の如き流れと

なる｡これに点吹‖しで行われたと同じように,平行流れのポテソ

¢月=Voz--㌶′′～一叶;,り…………………………(11)
(11)式をうる｡この式の流れが,どのようになるか二,三の検討を加

えよう｡これにはリング吹fLlし流れの次の重要な牲質を知らねばな

『)ぬ｡

弟d図から明らかなようiこ,この流れにほ流線に変曲点(弟占図の
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(♂,α)

T

酎=朗

＼

♂
灯

一Cく:二

(♂.-β)

第8図 変曲点回転面上の流速分布

点線参照)が生ずる特長を布する｡この変曲点ほ(8)式より

Vr=
∂¢児

∂γ =0……………………………………………(12)

とおいて,半径方向の速度成分Ⅴ,･が零となる点として まる｡こ

の点を結んだ曲面ほg軸を軸とする構内関数の回転面で,長軸の長

さはαに等しく,短軸ほα/Jすとなる｡この曲面にほ数式的にい

ろいろと面白い性質があるが,各流線がこの面を通過するときの

速について考えてみよう｡これを一般的に述べることほ繁雑となる

ので,いま特殊の場合としてγ=0なる流繰,すなわちg軸上での

速さの 化を求めるに,これは(8)式のγ→0とおき,gについて

偏微分を行えほよい｡

紺γ=0=

∂z 如 (α2十Z2)塁

すなわち(13)式をうる｡この式を使ってZ軸上の流速の変化を求

めたのが次の弟7図である｡同国より明らかなように,肋=0はα/

ノ2~なる点で鼓大流速勒,,=､Ⅹとなり,かつこの点が変曲点回転面

を適 する点となる｡一般的に各流縦ほこの回転面を通過するとき

か軸力rl勺の流速が最大となることがいえる｡またこの曲面上でほ

Vr=0なので,合成流速はg軸成分と等しくなる(Ⅴ=紺)｡つぎ

ので
L｣
帆転回に

から次の

流速の 化の有様を第8図に表わしたが,この図

すなわち,流緑の変曲点を結んだLロ1

転面上の流速ほ,Z政柄こ平行でありかつその向きほ外向である｡ま

た流速の絶対値はZ軸上で最小で 径の増加とともに くなり,吹

出しリング上でほ無限大となる｡

以上の検討によってリソグ吹Fヰ=ノ流繰の変軌∴洞転面に関する特

性を明らかになし得たが,これに平行流れを重ね合わせる場合,

加える流 の大小によって合成流れは,その様相を異にする｣.この

関係を知るため(11)式からZ軸上の

る｡

批0=Vo一芸一々1z2)享

流戊釦 求めれは次式をう

Vo一肌=0..
.(11-1)

上式で求められる机二｡が寄となる点ほ,g軸上での合成流線の

分岐瓜となることは容易に肯定されようこ.(11-1)式の第2項の姉二U

ほ(13)式および第7図から明らかなように,Z=ゴ
lJ

ヽ:一

なる点で

最大流速となる(〕これを勒-tl‖＼で表わすものとすれば,Vo=勒In…1Ⅹ

なる流速を境として流れの様柚を異にするr,すなわち,Voくびomrtて

なる範岡でほ,分岐点は前述のl‖†鯨面外方のか柚上にできる1〕この

領域における介成流線の概略を第9図(a)にホした‖ これに反L

Vo>恥ⅠⅢTの領域に入れほ,流線の分岐はZ軸上から回転面上の

リング上に移って行われる｡したがって平行流れはリソグの内部へ

も流人することになる｡このときの合成流繰の一例を第9図(b)に

ホした｡ここで,Ⅴ｡=町｡aXなる流速は合成流線が物体内部へ流入

するか,そうでないかのわかれ道となる･′､これな臨卯速度,乱レと呼

ぶことにする｡町､りに一様分布のリングl_央=しの場合にほ

肌-=紺0,1､rl､.……………………………………………‥(14)

71

㌃

(ぴ〕臨界墟度よりおそい場合

597

/ノク

=′.〝,/ノ)

(β.一〟,β)

〔占)臣岳界速席より速い場合

第9図 平行流れとリソグ吹出し流れとの組合わせ

(14)式の関係が成立する｡さらに,吹出し墓と平行流れとの大小

を無次元量で 示するため,次の量の定

を表わす(13)式は次の

紺γ=0=

4汀(α2+g2)妾

11｡ g/α
4‡1+(z/α)2)蔓

エ ー′

g軸_j二での流速

如α2il+(z/α)2)卓

(13/)

(13′)式に書き換えることができ,この式に導入した 仇0=ヴ/汀α2

なるものは,全吹出し量がリングαの断面を流れるものと考えたと

きの平均流速を示すものである｡ここで定義した仇0に対する平行

流れとの比を 5=仇/坑｡で示すことにする｡特に,臨界速度のと

きの流速比を臨界流速比と呼ぶことにして,これを島で表わせは,

5｡にほ次の

5c=-
抑･_紺¢-nR.又_ 1

1㌔｡ γ々0 6ヽ/~岳

(15)式なる関係がある｡

以上で,(11)式のリングポテンシャルが表わす流れの検討を終え

るが,点吹Hしで川いられた同じ手法,すなわち同式の弟2項以下

に同じ強さのリング吹出しとリング吸込みとを加えれば,合成流線

の示す物体形状が閉じることほもちろんであり,また両リングの半

径を変えれば,漸縮管や髄大管流れの解明にも役だつ｡さらに,棒

吹上_1ユし流れのポテンシャルを加えることより,管内流れの諸問題の

解決に寄与することになる｡弟9図(b)で解るように,この流れは

し巨空体内の流れを示している｡このことは,リングポテンシャル流

れの大きな特長の一つである｡従 の三次元速度ポテンシャルによ

ってほ回転体外部の流れは示しえたが,有限容器内の流れほ一般に

表わすことが国難であった｡このような意味において,リングポテ

ンシャルは流体工学へ塑器を与えるものであるといってもよい｡

5.3 S;∩(または⊂os;n)分布のリング吹出し

リング上の吹出しの配列をSin(またはCosin)の分和こした場合

には,分布関数の一般

形として,

ほこれをフーリエ級数に応用するに便利な

留∠=意‡β-(sinれ〝)肌‡

射=惹町(cos"町'り

(7-2)

ただし,乃=1,2,3.‥,m=1,2,3,…

(7-2)式で表わすことができる｡この式のべき指数椚を大きくとれ

ば,勾配の急なる分布が得られる｡(第5図(b)参照)いま,簡単な

例として(刑=1,兜=1)とすれば

射二孟(β-Sinβ)

射=芸(れ-COSβ)
となる｡これを什-1)式笹代入すれば

..(7-2-1)
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月

､･-

毎=

宛=

パ→=断面

(占)〝=/.〟=/の場合

第42巻 第5号

ノー｣断薗

(′∠■ノ〝二/./ト∠の椙会

10図 平行流れとSin分布リソグ吹出しとの組合わせ

(1-COS♂)
dβ

(4-3)

となる0これらの積分(8･2節参照)を行えば,求めるポテンシャル

が得られる｡この場合も積分の結果は栴H積分の形をとる｡

毎=
JJ

27r2J月〔ダ(÷･ゐ)一‡i砕(言･ゐ)

一旦(言･烏))ダ言,ゑ))〕
(ただしSin分布の場合)

11J.･
】ゼ

2汀2Jノ～〔ダ(言,ゐ)-一三ー(孟(ダ(言･ゐ)

一盤･ゑ))¶ダ(言,烏))〕
(ただしCosin分布の場合)

‥(16)

がm=1,n=1とした場合のSin(またはCosin)分イi-iの

リング吹出しからの流れを示すポテンシャルである｡これに臨射通

度より い平行流れのポテソシヤルを加えた場合にほ,弟10図

(b)のように偏心中空体の流れをうる｡また,仇=1,乃=2とおい

て得られるポテンシャルは同岡(c)のような楕円中空体の流れを示

すことになる｡

第10国より明らかなように,ここに得られた流れは三次元非対称

体であることが注目される｡完全な理論式としてこれを表示し得た

ことは三次元非対称流れ解明への足がかりを与えたことになろう｡

5･4 フーリエ繚数分布のリング吹出し

一榔こ周期性のある物体の断面形状はフーリエ級数で 示でき

る｡前節により,SinおよびCosin分布のリング吹Eliし流れのポ

テンシヤルが められた｡したがって,フーリエ級数分布のリング

吹出しからの流れも求めることができる｡

この場合(7) の分利阻数吼(β)は,

射(β)=‡す0+夏1(…OS桝雨n町･‥(7-3)
JJ

ただし,

裾=-[仁万

留2′=÷仁方

すご(β)cosfβdβ(f=0,1,2,3,…)

すJ(〝)sin£βd〝(f=1,2,3,…)

)…･(17)

(7-3)式で示される｡したがって,断面の形が決まれほ(17)式で示さ

れるフーリエ係数裾およびす2∫が求まる(｡これらは複雑でほある

が･SinとCosinとの級数の組合わせであるた軋(7-2)式より

(4-3)式を経て(16)式を誘導するため前節で川いたと斯似の手法を

72

第12図 リングうずの流れ

l

♂

＼

第11図 うず糸の流れ

第13図

緑返し行うことにより積分が可能である｡これと平行流れとを組合

せることにより任意形状の中空断佃(弟5図(c)参闇)の流れが求

まる0たとえば,一様分和のリソグ吹=しの後カに短形断面フーリ

エ級数分布のリング吸い込みを組合わせれば,円管より短形断面へ

の流れの変化が求まる｡また両リングの中心位置をずらしてリング

軸の交角を変えることにより水車吸川管のごとき,三次元一般巧曲

流れへの解明にも役だっ｡もちろん実物形抑こ合わせるに軋これら

~l句リングの中間に補助のリング吹㌻†=ノや吸い込みが必安であろう｡

る.リングうずの流れ

三次元流れの既知ポテンシャルには,前章で憎いた吹出し流れ系

列とほ別にうず糸のポテンシャルがある｡これにこの理論を広川し

てみよう｡

無限大空間において,一軸の周りに自由うず運動を行っている流

れは,うず糸と呼ばれている｡この流れほⅠ可転軸をg他にとって示

せば(第Il図参照),

p=去β…■
(18)式なるポテンシャルの形をとる｡ここにJ-ほ単位幅の∬プ平面

内におけるうずの強さ,βほZ動1｢を通る任意の一1~lえ面と叫由とのな

す角(0く♂<2汀)である｡この流れi･ま,任意の即平面についてま

ったく同じ 動を行っているもので,本質的には二次元問題として

重要な意味をもつ｡しかしながら,流体力学で利用されている三次

元ポテンシャルとして既知のものは,大別すれば前述の吹Jliし流れ

系列のものを除き,残りはこの程類だけである｡

このうず糸を→つのリング状(二次元で考えれば,リング状であ

り,三次元を考えればシリンダ状となる)に並べた場合,これから

の流れほ弟12図のように想定される｡リング上に任意点牒(∬′,〆,

弟13図参照)を考え,この近傍の微小うずdJl‖こよる空間上の任意

点P(∬,ヅ,Z)のポテンシャルは,βp(弟】3図,クQとg∬平面とのな

す角度)で表わされる｡したがって,(5)式の｣¢`は(18)式を考え

て

｣こ･ 〟/一‥

.(52)
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田
用
♂

l

芽‡14図 Sin分布のリングう･ず

となる｡

分布を一様とした場合の微′j､うずほ

J/､/､｣/J
2打

(7-3)

上式で与えられる｡これら2式より,リングうずのポテンシャルほ

如=忘
♂p朗…………………………………(4--4)

で求まる｡上式の債分を行えほ(8.3節参照)

如=

ーtan】1

t｡n十旦___竺≡
∬ 2

生壁ニプ)
(γ+α)

け･∴-ト

(γ+α) 汀(tan~】‡
‥(19)

(19)式をうる｡これが求めるリングうずのポテンシャルであり.

弟2項を除きほかは双曲線関数の形をとっているり
_トニ式ほ弟12図

が示すように有限円筒内のうず運動を与えるものである｡水卓,ポ

ンプ,蒸気タービンなどの流体機械の大多数ほ有限筒内を回転して

おり,この式を基本として作られるポテンシャルで解明される問題

が多いであろうし､

リング吹出しで考えたと同じように,

も考えられるrlこれに∴)いての数式的な

一様分和でないリングうず

明ほ省略するが,Sin分

布のリングうずほ弟14図のように想定される｡同園よりわかるよ

うに,この流れは楕円通路のサーキュレーションを示すことが注Ll

される｡この性質はうず理倫への将 の利用が期待されよう｡

7.この理論の応用面と将来の問題点

以上のべたように,既知ポテンシャルを一つのリング状に配列す

ることにより得られるリングポテンシャルのうち,吹出し系列のポ

テンシャルは回転対称体ばかりでなく一般三次元うず無し流れを解

明する有力な関数になることを知った｡またうず糸のポテンシャル

から得られたリングうずの流れは,うず理論に有限の境界を与える

意味で従来のうずと異なる｡さらに,このうずでは円形でないサー

キュレーションを作りうる特長を有し,この方面への新分野の開拓

が期待される｡

また数式上の手段として,ここでは楕円積分を用いることにより,

リングポテンシャルの積分を手軽をこした｡楕円積分によって,リン

グの周りの楕円流れが表わされることは興味深いことである｡三次

元問題の解法として,ポテンシャル配列の通路をここではリングに

選んだが,これを球面にとることも意味があり,数式的にも簡明に

なれば将来球ポテンシャル(仮称)も考えられて有力な関数となり得

よう｡この場合前のことから類推して,ルジャンドルの球関数が数

式上の有力な武器となることが推測される｡

ポテンシャルの理論は,流体力学のみならず,一般力学や,熱ソJ

学および電気工学などに広く利用されているものである｡したがっ

て,ここでの手法で得られる新ポテンシャルは,それぞれの分野に

ついて別の物理的現象を表わし,かつそれらを理論的に㈲岬するで

あ7)うことが容易に煩推されるところであるり

8.数式の誘導

前章までは,数式の誘導は繁雑をさけて省略したが,ここではこ

れらをまとめて

8.1リング吹出し流れのポテンシャルの誘導

1-I.･

上式の積分を,

数と考えてよい｡

志イ…万一苧

∵
り
]

ヴ■翫

Ji2

dβ

(4-2)再出

+g2+α2-2α(∬COS〝+ヅSinβ)

P(∬,ツ,Z)点について求めるときほ,∬,プ,Zを常

したがって

α=r2+z2+α2,β=2α∬,フ■=2〃ヅ

とおける｡

87r2

】→2

(U

一.--J
d∂

0′-βcosOLづSin

ここで,竹再三ニ三角法の関係から

J二2αγ.(ウ=tan-1ノー-ニtan-】
/･

なる関係を代入すれほ

小J-

α-∂cos(♂-㊥)

旦-,〝′=β-㊥………(21)
J-

こ.ト､∴,
餃積分が汀を周期とする関数であることからして

¢+翫

¢ i;方

､Il
りし､tI→′′一

となることは明らかで,かつ偶関数であることを考えて

…
1

汀

0

′
1
-
-
1
t
J

2
留餌

4が√示扁

となる｡ここで,

(J′J～

α-∂cosβ/

方

2d(与)
1一方2cos2

-f なる変数置換により

d～

1一た2sin2f

をうる｡これに(9)および(10)式の関係を用いれば(8)式の形をと

る｡また,楕円積分の母数鳥が1より小なることは容易に

る｡すなわち

ゐ2= ･lし‖･

(γ+α)2十Z2
く1

明でき

なんとならば,(γ+α)2+g2-如γ=(γ一一α)2+之2>0 である｡こ

れより,α=∂すなわち γ==αはリング上を示すことが明らかで,

上式ほ,吹出しリング上を除き積分が可能であることを意味する｡

8.2 S冒n分布のリング吹出し流れポテンシャルの誘導

11J.･
8が

(1-COSβ)
dβ‖…………….(4-3)再出

上式の弟1項は(4-2)式と同形であり,したがって弟2項のみを

めればよい｡これには,(20)および(21)式の関係を代入すれば

2汀

cos♂d♂

α-∂cos(♂一∂)

cos(♂/+∂)dβ/

α-∂cos♂/

sin〟/d〟/

､-1
‖し､….′J●

27こ+㊥
cos〝/dβ/

ー∂cos♂/
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第15図

立

となる{こ､上式の弟2項ほ奇関数であるため寄となる｡また第1項に

(22)式の関係を利用すれば

方2

0
iJ

ト
､
‖

ニ

(2cos2芸′一一1)抑
′′′亘∂-2∂｡｡S2_竺∂ノ

2

が
ル
2

S(UC2

/
■
■
l
＼

打2

ゐ2cns2

となる｡ここで,
/一■

･

2 2

数である性質を利用すれほ

∂+

■
■α1∂

二

ー

･〟

α+∂

′ なる置換を行い,かつ被積分が偶関

(2sin2ト1)朗

∨′1一点2sin2z

h＼

上式とし8)式を(4-3)式に代入して
･ゑ)一2g(

押すれば(16)式をうるJ

8･3 リングうずのポテンシャルの誘導

¢月=
47r2

.ト･･′り
(4--4)

弟15図のように,座標をとって表わすものとする｡すなわち,空間

上の任意点をP(ズ,ヅ)とし,リング上の任意点をQ(ズ′,〆またはα,〝)

とする｡またQを通り,∬軸およぴOj)の平行線をそれぞれQズ′お

よび(炉′で表わすものとすれば,〝,β0(くク0わ,β′(く00P)およ

び〝J,(くPQ∬′),〝Jノ(くア′QP)との間には次の関係がある｡

〝二〝0+β/

恥=β0-β♪′

この関係を用いれば,(4-4)式ほ

¢β=£J…方(♂0一灯)d〟′=£2-〔†;訂β0舶′膚
J;方榊′〕=£2-〔2汀虹†…方吋財〕

し24)

(4-4′)

ここで,町′にほ次の関係式が成立する｡

β′,′二t打1霊慧 …(25)

(25)式を(4-4′)式に代人し,Q点ほ OP軸についての対称点のあ

J:花♂p′d♂′=2†言♂p′朗･
ここで被積分関数の物理的意味より

2〔iプ
tan~1 αSinβ′｣㌧｡′

γ,-αCOSβ/ ∴iニ
tan~1

αSin〝/

γ一-αCOS♂/

となるし(26)式の不定積分を部分積分法により求めれは

tan~1

評

αSillβ′

γ-αCOSβ/

二βrtan~1

=β′tan】1

ーJ′･､

αSin♂/

γ-αCOSβ′ 2

αSinβ/

γ--αCOS

/J(ナノ一一

γ2+α2〉2αγCOSβ′

二β■tan~1

tan▼1

αSinβ′

γ--dCOSβ/

γ+α▲__ βJtan

γ-α 2

=β′tan~1

第42巻 第5号

β′(αγCOSβ′-α2)朗′

γ2+α2-2αγCOSβ/

崇-γ竺盲-¢〔(♂′

αSinβ†

γ1-αCOSβ/

γ2-α2

+莞ミーβ庖-1(

十㌶tanrl(㌶tan与))2

tan与)朗′〕
γ+α tan

となる｡(27)式を(26)式に代入し,さらに(4-4′)式の関係を用いれ

ば(19)式をうるい

9.結

吹出し流れの既知ポテンシャルを一つのリング状に配列して得ら

れるリングポテンシャルなる新ポテンシャルは管内流れの諸問題に

解決を与えるものであることを知った｡この概念をさらに拡大する

ことにより.回転対称体の流ればかりでなく,一般三次元問題やう

ず理論へも新分野がひらけることを知った√- このような手法によ

り,現在までに明らかになし得たことほ.

(i)吹目1し流れ系列の既知ポテンシャルをリング状に配列する

ことにより,楕円積分で表わされるリングポテンシャル群が得ら

れる｡配列の方法を変えれば,多数の関数が得られるが,これら

の例として,一様分れSinまたほCosin分布およびフーリエ級

数分布のリングポテンシャルを求めることができた｡これらは一

般三次元のうず無し流れの解明に有力な関数である｡

(ii)吹出し系列のリングポテンシヤ叫･も 数式上から等価半径

なるものが導入される｡これを用いれば,リング吹出しが点吹出

しと同じように利用されて,従来点吹出しに関して研究された手

法がそのまま適用できることとなった｡

(iii)リング吹｢†iしとこれに重畳する平行流れの流 との間に

ほ,臨界速度比があり平行流れがこれより速いときにほ,合成流

線ほ中空椿流れを形成するが,おそいときには中空体流れとはな

らない｡

(iv) うず糸のポテンシャルより,リングうずのポテンシャルが

得られる｡これほうず理論に円筒周縁を与える意味で従来のうず

ポテンシャルとほ果なった用途がひらける｡また,リング上の分

布の強さを変えることにより,其円でないうず運動が想定される

に至った｡

終りにのぞみ,この概念をまとめるについて,この研究の端緒を

与えて卜され,かつご懇切なる指導を賜った日立製作所日立研究所

山崎部長に厚く感謝の意を表する次第である｡また図面そのほかで

偏沢君の労をわずらわしたところがほなはだ多い〔､ここに記して謝

辞に代える｡
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