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内 容 梗 概

この報告は田口玄一氏によって提案されたいわゆる確率対応法の効率に対する理論的検討を主題としてい

る｡理論的検討は2水準系の直交配列の対応計画における第1段の検定の効率に及ぼす第2の要因効果群の影

響について行われた｡確率対応法において,計画行列は二つの直交配列に分解される.｡本論文では,この各々

を第1直交配列および第2直交配列と称し,第1直交配列にわi)つけられた要田群を第1要因群,また第2直

交配列にわりつけられた要因群を第2要因群と,それぞれ称呼することとした｡.その結果,第1安国群の検定

における検出力に対する第2要因群の影響は,実験の回数を30以上とし,さらに自由度をある程度以上大きく

すれば,問題己･こならなくなるほど小さくなることを確めた｡

以上の計算結果に基いて,確 対応法は工場における諸実験,特に未知の多要因を考慮しなければならない

開発段階の諸実験に有用であることを明らかにした｡

1.緒 R

実験計画の従来の方法では,実験の全変動の自由度以上の自由度

を有する要因効果を推定することは不可能である｡しかしながら,

田口玄一氏(1)による確率対応法の顕著な特長の一つは,このことを

可能にすることである,といわれている｡しかし,この意見に対す

る合理的な証明を確立することは今日なお残されている｡竹内啓

氏(2)は,この問題に対して,実験データの解析における逐次修正の

効率について理論的検討を加えた｡

筆者は,未修正データによる有意差検定の際の検出力関数を通常

の実験のそれと比較することが,この確率対応法の性能を論じ か

つ,実際統計応用家に対する勧告を与えるのに本質的なポイソトで

あると考えた｡

2.問題の数学的表現

曾個の未知パラメータβ1,β2,……,βq-1およびβqを含む線形

回帰模型を考えよう｡すなわち

/･ 吋

甲α(∬1,∬2,･t･,J句)=∑βJズー+∑βた∬た……………(1)
g=1 々=♪+l

ここで,∬1,∬2,…‥リ ∬ヮー1および∬qは指定変数である｡

留×Ⅳ計画行列を♪とすれば

∬11 ズ21

∬12 ∬22

∬1(カ ズ2α

∬1Ⅳ ズ2Ⅳ

か=

∫､＼

である｡点∬α=(ガ1`方,∬2α,……,笹神)における観測値プαは

♪ 々

γα=∑β`∬′α十∑ノ‰耳紬+gαト‥‖‥…...…….…….…(3)
g=1 烏=♪十1

となる｡

ここで,‡gα†(α=1,2,‥.リ Ⅳ)は,共通の未知母分散げ2を有

する正規分布Ⅳ(0,げ2)から独立に抽出された標本とする｡

さて,(1)式に示された模型が完全には規定されない状態での実

験者の立場(3)に注目しよう｢_､さらに彼の対象の世非の収率関数が次

式で表わされると仮定している予二場を考えよう｡

*
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や･p(∬1,∬2,･‥,和) 動.

♪
∑
出

∬∴………………………‥(4)

すなわち,♪く留なる一定の数♪個の未知パラメータβ.,β2,…

ノちヱ)-1およぴみのみを考えている立場である｡

この状態のもとで,彼はノ･う机1=鮎+2=……=ノう曾=0という仮定を

たて,ノヨ1,ノラ2,
‥,毎-1および鮎の最小自乗推定を得ようとす

ることができる｡

最小自乗推定の通常の手続により,正規方程式

♪

∑αり∂j=風,(f=1,2,…,♪)
ノ=1

をうる｡ここで

のj=∑恥川畑(よ,ブ=1,2,…,♪)……………(6)
α=1

且=∑∬Jαヅα,(f=1,2,……,♪)
α=1

である｡ここでⅠ勒)はf,ブ=1,2,……,♪に対してだけでなく,

Z,ブ=1,2,……,督に対しても定義され得る点に注意すべきであ

る｡(αり)(g,ノ=1,2,…‥リ♪)なる♪×♪行列の階数は♪に等しく,ま

た♪×♪逆行列は(c慮J)=(のJ)~1によって表わされることにしよう｡

もし,βp+1=ノラp+2=…‥.=βq=0が仮定されうるとすれば,単一

のf(1≦f≦♪)に対して,帰無仮説ガ｡:βf=0の検定を

＼- /･

ダ=(Ⅳ-♪)∂∫2/〔ぐまf∑豆α-∑ゐ∫∬Jα)2〕
α=1 Z=1

で定義される統計量即こよって行うことができる｡その場合,ダは

帰無仮説のもとで,自由度対〔レ1,レ2〕をもつダ分布に厳密に従って

分布する｡

しかしながら,われわれの現実の立場は,βノ吊=恥+2=……=β9

=0を十分に確実に仮定しえない状態であって,それでもなおかつ

上述の統計量郎こ訴えて検定しようとする立場なのである｡この手

続は,β打1,鮎十2,……,βqlおよびβ9が十分に小さいときにの

み合法的である｡したがって,β"1=βp十2=...=βα-1=βq=0とい

う仮定から離れることによる検出力に対する影響を定量的に計算し

なければならない｡

3･み+■=み+2=‥･,=β｡キ0の場合の

統計量ダの分布関数

そこで,β打1,み十2,……,βq-1およびβqがかならずしも0で
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ない一般的な模型について計算を進めよう｡この条件のもとで北川

教授(4)は,

り ∫- ＼-

あ`=β`十∑β烏山十.∑cり∑∬JαZα
ノ=1(∫=1

∑(仇+zα)2一∑∑ciJ(り慮+ム)(机｣･エj)

烏=′+1

および

､＼■
/･

∑(鋤r∑Hれ拓)2
α=1 i=1 α=1

+.∑∑c豆Jんエノ
!=1ノ=1

f=1ノ=1

を示した｡

』`た≡蓋｡押…………………………………………(11.1)
､1

♪

､ト.,T･..∑｣∴l-..才=1

(11.2)

ガα≡三郎Aたα…. ‥(11.3)ゐ=♪+1

.＼-
エJ=∑∬∫αガα
α=1

ノⅤ

軒≡∑∬海豹
α=1

これらの式から

g12=れ2/(ciiげ2)

(11.4)

(11.5)

g22二ざ(ヅα一畳伸｡)2/け2……………………………(13)α=1 g=1

の両統計量ほ,それぞれ自由度レ1=1およびレ2=〃-♪=レ,非心率

ス1=〔且(g12)-レ1〕/2

ス2=〔E(度22)-ン2〕/2

およぴ

をもつ非心力イ自乗分布に従うことがわかる｡

さらに,互12とg22とは通常の場合と同じく,互に独立に分布す

るので,これらの2つのカイロ乗の比ほ

ダ(ッ)=/:′(プ物=

なる分布

ここで

D

､
ヘ
ノ従こ∴

gt2/∬22

1+(∬12/∬22)

一ス1

また,ん(Aヴ)は不完全ベータ関数比

ん(A,ヴ)=βJ(丸 首)/β(九 ヴ)

凰r(九 曾) 1(1-∬)q-1dズ

月(丸首)=∫ニ∬叫1一軒1血
を示す｡そして(14)および(1_5)l曙式から

jlJ二(β-+∑β巌弛)2/(ci慮げ2)
ゐ=♪十1

および

β
一-

-
-

､■-､亡
-
･

､
人
■

C

､
か
ノ

+

一石

(18.1)

(18.2)

(18.3)

.＼､

ス2=∑ガα2/2(72…………………………………………(20)
ハ=1

をうる｡ここで直交配列の場合の

八｢

ん=∑ズ`αガα=0….
‖.(21)α=1

なる結果を用いた｡

4.検出力関数

4･l確率対応法におけるんおよびユ2の期待値

まず統計量み-およぴ♂αの構造を考えよう｡

ない→般的な模型について計算を進めよう｡

この条件のもとで北川教授(4)は,

ゐ√=βr+∑∑ビゴノ鋤βた+∑_旬∑叛舟
々=♪+1ノ=1

βα= ∑βた(∬紬一
点=♪+1

ノ=1(T=1

/･
.′･

/･ ノV

-∑d広‰)+zα-∑∬fα∑c豆ノ∑∬ノαgα
f=1 ざ=1 ノ=1 α=1

これらの式における一つの確率変数はZαであり,これは平均値0,

分散げ2をもつ正規分布に従うと仮定した｡ここでさらに,確率対応

法の特質として∬紬(ゑ二♪+1,♪+2,.‖,曾)が次のような性質の

確率変数である点に注目しよう｡以後,勅αを指定変数である∬Jα

(1≦f≦♪)と区別するために曳拍とする｡

そこで,計画行列かが

∬11 ∬21

∬12 ∬22

∬1(わ ∬2(心

∬1〟 ∬2Ⅳ

一打(1)

ガ(2)

および

∬J}十2タ1

∬p+2,2

･l､い-

∫･､･

∬p+1Iα ∬p+Z∫α･
･∬ヴα

ガ〃十hⅣ ガp+2,〃 =

･･ガ〃〟

なる2つの小行列からなるものと仮定し,さらにガ(1)およびガ(2)ほ

大きさ〃および水準数2の直交配列から♪列およびす-♪列をそれ

ぞれ取出した直交行列であると仮定しよう｡ここで,‡∬fα)および

‡如α‡の要

ら,

は±1となるものと仮定すると,直交配列の特質か

α乞ノ=Ⅳ;旬=1/Ⅳ,(f=カ

α豆J=0;Ciブ=0,(王寺カ

を得る｡

確率対応法の特質として,g(1)の各行の固定された順序に対応す

るガ(2)の各行の順序は,次のような確率化の操作によって決定され

る｡すなわち,叫能なⅣ!個(ガ(1)の各行の順序の可能な総数)の

順列の中から1つの順列を等確 的に抽出する操作(対応の確率化

にほかならない)によって決定される｡

これによって,丸ははpr(如α=士1)=1/2およぴタr(如α=一1,

如,町1=【1)=(1/2)〔‡(Ⅳ/2)【1)/Ⅳ⊥1〕なる性質を有する確率変

数となる｡これから,

き(如α)=(-1)÷--ト(-rl)!-=0

…(曳2んα)=(-1)2うー+(+1)2

日加α如β)=(【1)

_二1__Ⅳ-1'
(αも･■う)

紬▼比和)=(-1)÷+(+1)

1……………………(28)

0
‥(30)

(ゑキJ;ゐ,J=♪+1,……,ヴ)
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第1図 過誤の確率の説明図
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第2図 見かけの危険率αlの影響

ヽヽ‥■

をうる｡

したがって,確率対応法では,計画から計画へと変動している確

率変数如αを含んでいるので,非心率ス1Jおよびス2は確*変数であ

(19),(20)および(27),(28),(29),(30)の6式から次のようiこ

スの期待値をうることができる(付録m,Ⅲ参照)｡

34

∴･

ぎ(ス1f) +(〃
一

(昭

第43巻 第8号

∑β最毎)2/2げJ
々=♪+1

二〃ぎ†βよ2+2βJ∑伽』`尤十(∑βん』fた)2)(2げ2)-1
起 た

=〔岬+宕βや+和し1う〕/2げ2
JV

吉(ス2)=∑ぎ(gα2)/2げ2
α=1
Ⅳ

=∑ぞ〔‡∑βた(虎たα一∑』症∬J`t))2〕/2(72
α=1 鬼 才=1

(Ⅳ-♪一一謹i(宕β紳2
ここで

∈(』症)=忘茎㌔乞α"血)=0……………………(33)
H｣止)2=-±十Ⅳ

■

Ⅳ(Aトー1)

帥J√～)=頂~雲1紆明細擁)=0･･･(35)
という結果を使った(付録l参照)｡

4.2 確率対応法の検出力関数

確率対応法の性能を議論するときに,‡えね‡によっ

て変動する非心率jl∫およびj2をもつ分布関数につい

て計 したのでは不適当であって,むしろjl乞および

ス2の期待値を有する分布関数によって,βヱHl=鮎‥…

=βqが必ずしも0でないという一般的な模型のもと

での平均化された視野について,検討することがより

的であると考えられる｡

すなわち,この非心分布関数によって次のような値

を求めよう｡

(i)帰無仮説ガ0:β`=0 が正い､ときに,この

を棄却する確

Ql=1-∑ ∑

抽(fごニ〒

………(第1種の過誤)

｡(e~AlO李;)(g【ス2掌)
(ii)対立仮説ガ1:β橿0が正い､ときに,帰無

茸0を採択する確率‖...(第2種の過誤)

00 ∞

¢2=∑ ∑
C=Og= ‖-･･

ース1l
♪r

っ人

C

拓)(三-+c,号｣-g)

β)

(-､I
､;､ ん

g )

♂
一
-
.

ここで,レが1より十分に大きいとき

jl｡≡∈(スIio)=

ス2≡∈(ス2)

(38.1)

(38.2)

ん1≡吉(ス1il)≒(rl+Ⅳr2)/2……………………(38.3)

ッ(α1)=ダ1レ2(α1)/〔レ2+ダ1レ2(α1)〕……………(38.4)

rl= ∑βた2/げ2
々ニ♪+1

7-2=β`2/げ2

(38.5)

(38.6)

を用いることができる｡これらの2種類の過誤ほ,β糾1,み+2,

リ βリー1およびノうqのfl如こよって変動するん0,ん1およぴス2の値に

よって決定される不完全規定の模型によっては握できる｡これらを

舞1図に示す｡

数値計算ぐ6)(7)の結果を弟2～12図に示し,次のような観察を得

る｡
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第3図 Ⅳ=8,レ=5の実験におけるQ2に対する才一1,r2の影響

ぜ

β2 J材 β♂
､

∴､

第4図 Ⅳ=16,レ=5の実験におけるQ2に対するrl,フ■2の影響

､ヽ

第2図は,Ⅳ=32,レ=10および守1=0.1の組合せに対するr2を

パラメータとするα1の関数としてのQl,Q2およびQ=Ql+Q2の

グラフを示す｡このグラフから,Qを最小にするα1を最適とする基

準を採択した場合に,α1≧0.1が通常のα1=0･05または0･01の伯よ

りもよいことがわかる｡もちろん,Qを最小とするrrlの最適点ほ7′2

によって変動している｡

上述の不完 規定の模型から,Q.とQ2とは未知f辻数β出1,β㍗十2,

…‥,βq-1およびβqの値によって影響されているという
質があ

るので,Qlを通常のように,たとえば,0･05に固定化しておくこと

は,この環境のもとでは不適当であるから,ここではQ=Ql+Q2

を最小にする(Y.の値を最適点として採択する

ゝ
ヘ
ノ

と 用を準 いるの

である｡

第3～る図では,Ⅳおよびレの一定の組合せに対する,αl=0･2の

ときのrlをパラメータにもつ,才一2の関数としてのQ2のグラフ

35
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J･- ､-

′′汐

第5岡 Ⅳ=32,レ=10の実験における02に対するγ1,r2の影響

･:､･

--､ 勿■
■｣･､

♂β /ク

､!二･

第6図 Ⅳ=3乙レ=20の実験におけるQ2に対する7･1,7′2の影響

ヽヽ

､､

第7図 rlのQ2に対する影響
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√ご

､

J材
-ヾ

､､J
∴､
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第8図 〟=8,レ=5の実験におけるr2,rlのQに対する影響

∴.､
､∵ .､J

% ′♂

∴

第9図 Ⅳ=16,レ=5の実験におけるr.,r2のQに対する影響

を示す｡これらのグラフに するかぎり,Ⅳとレの値が大となるに

つれて,rlの値の異なる曲線間の 異が小となることがわかる｡

弟7図に,α1=0.2およぴr2=0.5におけるQ2に対するⅣおよぴ

レの影響がrlの関数として示されている｡実際的観点からは,Q2の

これらのrth線がほとんど一定となるⅣおよぴシの組合せ,すなわち

Ⅳ=32の各組合せを採用することが推薦される｡

同様の 論および計算は如こ対しても適用され,弟8～】2図にこ

れらを示す｡なかんずく弟10,】l図はⅣ=32,レ=10,20の組合

せの場合に対して,Qの値に対するγ.の影響が非常に小さく,確率

対応法の効率が非常にすぐれていることを示している｡

これらの観察は,叫,凡 レ,rl,7-2などの認定数の特定の組合せ

に対して行われたものである｡

けれども 老が行ったこれらの詔定数のそのほかのいくつかの机

合せに対する計算結果からも,これらの観察がもっと一般的に適用

されうると考えられる｡
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第12図 響影るす対に

･

りのr



確 率 対 応 法 の 効 率 に

4.3 確率対応法応用上の注意事項

上に述べた諸計算を要約して,実際統計止りt~j家に対する次のよう

な諸注意事項が得られる._,

(A)確率対応法は,各種の実験に使用できる｡特に,次の条件

を満足する実験に効 的である｡

(1)実験順序の確率化が閃難な場介｡

(2)見通Lのつかない多要因の効果を考慮しなければならな

い場合｡特に交亙作用の効果がほとんどわからない場合,した

がって,一般に初期の開発段階における実験｡

(B)確率対応法傭鼎に当っては,次の請項な考慮しなけれは尤

らない｡

(1) 験け細面こおいてほ,仝ワ三験数が30またはそれ以上に

なるように考慮することrl

(2)要1大lのわりつけにおいて,見かけ上の洪差のlニー山度が5

またはそれ以上となるように,第1要l凡群と第2要囚群に全要

因を配分する｡

(3)結果の解析に際して,未修正データによる帰無仮説の検

定の大きさは,通常の0.05または0.01の値ではなく,0.10,

0.20位まで大きくした方が良い｡

5.結 言

この研究の結論を要約すると,次のようになる｡

(1)確率対応法の検定力関数は,特殊の線形阿帰模型における

l軋帰係数の(ダー検ン割こよる)有意差検定として数式化できるが,

2つの非心力イ自乗の比の分布関数によって計算される｡

(2)確率対応法におけるこの2つの非心力イl二1束の比の分布関

数ほ,計画ごとに確*的に変動する｡

(3)jl仁およぴんの卿削Il!iをイi■する2つの非心力イ白兎の比の

分布関数から,2種耕の遇ばの確率の真の情は,未知の対象の世

非によってきまるβハ1,勘明,
.,β世1およびβqの他によっ

て影響される｡

(4) これらの諸計算を要約して,実際統計応用家に対する確率

対応法使用上の諸注意車牒簸づえた｡

終りにのぞみ,この研究に終始ご指導,ごノ山千l子を頂いた九州大学

北川教授ならびにイ=-/二軍川二所小火研究所高=川三三軋l二に

意を衣する｡.

く感胡の

また数多くの数仙計算にご協力頂をいた小林氏始め多くの方々の

ご労一錮こ深謝する｡

1

2
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附 録 〔Ⅰ〕

(11),(27),(28),(29)ニトよび(30)Jくより

37

吉(J以:2)

を得る｡ここで

より

Ⅳ2盟粘ぬ)2

右∈(芸才∫α2如α2+2
Ⅳ ■【α冒β

.Ⅳ

985

∑∬J｡∬纏おα如β)
α>β

+2∑_∬′α邪βぞ(如αおβ)

(-1)

Ⅳ2(Ⅳ-1)α冒β
∑∬Jα∬Jβ

計∬′β=(-1)昔×号+(叶告(昔う=

∈(d∫ム･2)=L+_二二=_丁｡_
1

Ⅳ
■

Ⅳ(Ⅳ-1)

を得る｡

附

(19),(33),(34)より

ぎ(ん)
Ⅳ

2(72

録 〔Ⅱ〕

ぎ〔(βi十∑動加)2〕
点

∈〔βi2+2 hルβ∑々

､
､
､
_

=意〔附宅
を得る｡Ⅳ≫1のところでは

憬,応β
』iた+(∑離山)2〕

鳥

…(31)

‖ん)⊆志〔岬+=βぶ2〕…………………………(38)人･

と近似され得る｡

附

(20)式より

∈(ス2)=∈(∑仇2/2げ2)=

が得られる｡(11),(35)両式から

-
‖i-

∑∈(ガα2)
α

∈(ス2)=去吾ぞ〔言β廠2Aたα2〕
を得る｡(11)式から

ぎ(A加2)=ぎⅠ(紘一ぢ』`た∬∫α)21

=ぎⅠ如α2-2血ぢ』f尤∬`α+(ぢ4射精)2Ⅰ

=ト菩∑∑∬岬｡吉(如α毎)+∑ぞ(d官た2)
･＼て二●

- ､､‥

+2∑職右町ペ(ム=蟻)
g>J

を得る｡ここで

石石爪β∬J〝∈(虎印加α)=
･＼∵∵

したがって

ぎ(ス2)

を得る｡

2少

.＼､

+2∑
り

(-1)

Ⅳ(Ⅳ一1)(荘β

2♪

Ⅳ
■

Ⅳ(Ⅳ一1)

∑.T.･･∫､～

2‡盲一莞β冊一卜元㌔+2患"抽)∑∬fα∬ノα}
α

=去鷲βん2(Ⅳ-♪一元竺-r)

町輿たのときに

∈(ス2)≒2ニ2一号β尤2(Ⅳ-♪)
で近似できる｡
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