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=次計匡‖こおける最適解の判定基準とその数値解法について
Optimality Criterion and ComputationalProcedure

for Quadratic Programming

萱 島 興 =二* 島 田 正

内 容 梗 概

数学的計画樹立の方法として,線型計画が広く行われ,その有効性を高く評価されていることは周知

の通りである｡しかし,線型計画はその名のしめす通り,制限式ならびに目的函数が一次式であらわさ

れるという制約をともなう｡しかし,実際には目的函数を一次式で近似させることは無謀のことが少く

ない｡もちろん,これに対し,折線近似の手法によってある程度カバーすることができ,実際に試みら
れている｡

本報は,まず一般の非線型計画,すなわち碓≦凰ズ≧0なる制限の下に♪=g(ズ)を最大にする問

題を考察した｡こゝに･ダは乃次元から別次元への写像をあらわす｡また,耳,βは例次のベクト

ル,g(ズ)はズの汎函数である｡ダおよび♪ にくぁえたゆるい条件の下での最適解の判定規準を論
じた｡

ついでg(方)が二次式の場合について上の規準を適用し,最適解を求める数値計算法について論じ
た｡方法は,シソプレックス法の拡張ともいうべきもので,ルーチンの手順に従い,表による計算を行

ったのち,判定基準に照して最終解をうるというものである｡

ダズ≦:β,耳≧0

〔Ⅰ〕緒 言

リニヤー･プログラミングは,企業情動を分析し,行

動決定の資料をうる一つの有力な手段として登場し,そ

の有用性が高く評価されている｡問題は,"いくつかの

制約条件の下で,もつとも好ましい状態をさがし求め

る"という,経済的な要請から生じただけに,数学的理

論が研究されたのは比較的新らしい｡Dantzigがリニヤ

ー･プログラミングの一般的解法Simplex method を

考案し,Neumannが,ゲームの理論との関連性をあき

らかにしたのは,1940年に入ってからである｡その後

Charnes,Dorfman,Koopmans らによって問題はほ

とんど解決された｡より広い,一般的な数学上の問題と

しては,線型性の仮定をおかない場合の討画 Non-

1inear programmingが残されている｡実際問題として

特に重要な意味をもつのは,目的函数が二次式であらわ

されるような場合 二次計画であろう｡これは,リニ

ヤー･プロダラミソグが複雑な現象の一次近似であるの

に対し,二次までを考えた二次近似であるというに止ら

ず,経済的模型としてもDorfmanが独占企業の場合

(Monoplistic case)と呼んでいるように現

問題なのである｡

に即した

こゝでは計画の模型として,企業における生産計画を

想定し,第2,3節では非線型計画の数学的な問題を,

4,5節において二次計画の計算法そして最後に数値計

算の例を述べる｡

〔ⅠⅠ〕非線型計画

非線型計画のformulationはつぎのごとくである｡

*
日立製作所中央研究所

の条件の下に,目的函数

♪=g(方)

;=二*

を最大ならしめること｡

たゞし,Ⅹ月はル次元および別次元べクいレ

ズ′=(∬1,∬2,‥･∬殉)β′=(ゐ1,あ2,.‥あm)

であり,ダは,循次元空間から桝次元空間への写像を

あらわす｡♪はベクトルのスカラー函数(functional)

である｡(2.3)式の肩につけたダッシュは,転置ベクト

ル,大文字であらわしたベクトルはすべて列べクいレを

あらわすものとする｡ダガはつぎのように書きあらわさ

れる｡

(ダズ)′=(ム(ズ),ム(ズ),……ん(ズ))………(2.4)

こゝでXは生産計画における工程(process)の水

準,βを利用しうる資源の量をあらわすべクレレと考え

れば,(2.1),(2.2)式は,ズの水 の生産によって消費

される資源の量ダズが,β以下に制限されているとき

に,利潤函数(目的函数)g(ズ)を最大にするような生

産の水準ズを求める問題と解される｡こゝでつぎの二

つの仮定をおこう｡

(a)(2･1)式をみたす解べクTl}レ(feasible solution)

の集合は,COnVeX Set をつくる｡すなわち,Xl,

X2をともにfeasiblesolutionとすれば,X=rXl

+(1-7)X2,0<T<1もまたfeasible solutionで

ある｡

この仮定は,企業の分析の上からは,かなり妥当な仮定

であるように思われる｡もちろん,ダが線型写像なるこ

とを必要としない｡たゞ,微分可能な写像なることを仮

定しておく｡



1542 昭和31年12月 日 立 評

(b)(2･2)式の目的函数は,ズの下向きに凹な(con-

CaVe)functionalである｡すなわち,rg(Xl)十(1

-r)g(ズ2)≦g(rgl+(1-て)ズ2),0≦r≦1
問題がこのような2つの性質をみたしているときに

は,解の最適性の判定規準が次節におけるように見出さ

れるのであるが,その前に,この仮定から導かれる結果

と,次節で用いるWeyl-Minkowskiの定理を紹介して

おく｡まず,

(1)問題が上の二つの仮定をみたしておれほ,最適

でない部分的極大は存在しない｡いい換えると,勤を

∵つの解とし,

ダ(ズ加+dズ)≦βなるあらゆる ズ瀾+朗rに対して

g(ズ加+dズ)くg(ズ偶)ならば,すべての解ズ■に対して

g(ズ如)≧g(ズ)である｡

証明 ズー,Ⅹをそれぞれ解とし,∂>0 として,

=∂(XrX?n)とすれば,COnVeX Setの仮定

により,ズー十d又は一つの解である｡

仮定(b)を用いて,

∂g(ズ)十(1-∂)g(ズけり≦g(∂ズ+(1-∂)ズ調)

=g(ズ血+∂†ズー見通))
≦g(ズ椚)

これより ∂g(ズわ)≧∂g(ズ)となり,∂>0 なるゆ

えg(ズ瀾)≧g(ズ).

(2)WeylTMinkowskiの定理

[A]茸≧0なるあらゆるズに対し,昂′芳≧0ならば,

昂′=打′[A],甘≧0なるべクいレ 打が存在する｡こゝ

に[A]ほ(刑,循)マトリックス,芽.昂は循-ベクト

ルである｡

証明[A]/=(ろ,ろ,…j㌦),Pl,j㌔,…f㌦の張る COn-

VeXCOneをCとする｡Cに含まれるすべてのray

と鈍角ならざるrayの集合をCと共硯なconvex

COneといい,C* であらわす｡容易に(C*)*=C

なることがわかる｡さて p′7ズ≧0(f=1,2,...椚)な

るゆえ,ズ(C*,さらに仮定によりク′0ズ≧0である

から,昂ほC* と共毛厄なcone(C*)*=Cの要

である｡

Lたがってろ,ろ,…f㌦の非負一次結合であらわさ

れる｡

昂=∑机昂=ぴ′[A],打′=(輿,伽2,…彿花)
∫=1

〔ⅠⅠⅠ〕最適性の判定規準

刑次のべクいレ旦方を,れ,ズ2,…∬′るについて微分す

ると,(刑,犯)行列がえられる｡これを,次式のように

4つの部分行列にわける｡

右
旦
考

∂

∂
一
∂

1･投
肌
痛

…(3.1)
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ダ1は(2･1)式で等号の成立している部分,すなわち,

ダ1ズ=β1であり,ダ2は不等号になっている部分,耳謹

く月2である｡

また,･私はズのうちで,正の値をもつ成分のみで

つくったべクいレ,量は0の値の成分である｡わかり

やすく書けば,

†批(荒夏)荒覧雲
lズ=(菜)

ある解において,正水

資源の数がγとすれば,

ち>0
量=0

の工程の数がゐ,

尽(
くされる

はそれぞれ(r,ゑ),(γ,雅一ゐ),(研一γ,ゑ),(研一γ,

雅一ゑ)行列である｡この解ズ=ズ間が最適解なるための

必要十分なる条件ほ,

左隅:>0

凡ズ仰=β1,薫ズmくβ2………=･･････……(3.4)

､＼､､＼ご′●

g=Ⅹ9沌≦町(笠)J-ニ･ll

ズ=g仇l

､＼-･..＼､…

...(3.5)

なるような,ベクトル坑が存在することである｡坑は,

その成分が負ならざるγ次のべクレレで,(3.5)式をみ

たすこのようなべクいレの存在することが,最適解なる

ための条件なのである｡まず,(3.3),(3.4),(3.5)が,

必要条件なることをしめす｡(3.3),(3.4)は単に解なる

ための条件である｡

ズ納が最適解なるためには

に.ゝに

堤
I■

一
一

札ち∂一コU
dズ<0

.＼､.＼､)〉■

([0],[E])dズ≧0

【且]は(雅一ゐ)次の単位行列,[0]は各要

が0の(乃-ゐ,ゑ)行列)をみたすdズに対して,

(意)′d方≦0でなければならぬ｡Weyl-Minkowski

の定理によって,

(意)
.Y.＼吊紫･Ⅴ′)(三

r-こ一
∂ダ1

･-.＼､!

∂ズ1,∂耳z

0],-[月】
.ヾ.＼､･い

､＼●､＼∫ご

(q′,Ⅴ′)≧0[ちほγ-ベクトル,

Ⅴは(雅一ゑトべクレレ…(3.8)

なるを要する｡これより

(盈)′
g=ズ↑}む=町(設)一方=ズm
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.＼-.ゝJ∫-

_Y､.Y〉〉l

Ⅴ/[β]

(3･5)式がえられた｡つぎに十分なることは,ズ側の近傍

のみについて考えればよく,

ズ=g肌≦0

([0],[属])dズ≧0

なるあらゆるズ加+dズに対して,g(ズ調+aX)≦g(ズ血)

なることを証明すればよい｡

J(ズけも+a方)-g(ズ加)=(:;･汗′･Y
.ヾ.ヾ巧l､

_＼､･.＼･け

≦:0

こゝで,坑は,つくされる資瀕の瞳数にひとしいγ

次元のベクトルであるが,これに(刑-γ)次の0-ベクト

ルをくわえて,別次元ベクトルをつくる｡

距(哲)･ …‥‥…….(3.9)

資源の制限を』βだけ緩和したとき,利益の増加4ク

は最善において

如=打′4β………………………………(3.10)
maX

である｡なんとなれば･∠纏=(笈)′戟=ズ竹l≦

ト1･(､ごい八･ .ヾ.ゝ･●､

ズニズ･m』ズほ･』β≧(豊)4Ⅹ
＼＼､･～i

をみたしているから,4桓≦打1′』月1=ぴd月

上のことから,打べクいレの意味をつぎのように解釈

できる｡まず打は,資源の種数とひとしい 研こ次元ベ

クトルであり,杵≧0,また最適計画において余剰のあ

源に対応する成分は0である｡また,資濾を』βだ

け増したときに,U′4βの利益の増加を期待できるので

ある｡(上式においてA方として』量=0,

｣∠J

これほ,

である｡)

(
(-

∴J･､こ

∂ち
∴/･-､

∂量

､＼､.＼∫･

_Y､tごJ-

なるようにえらべばよい｡

のrankがk以下ならば可能

したがって,打ほ合資瀕1単位にあたえる価

値であると考えることにすれば,上 実は非常に自

然である｡最適計画においてあまっている資源に対して

は,これをある範囲で減らしても,ふやしても利益は変

化しないのであるから,この資源の価値ほ0であるし,

また打の価値のある資源を』月だけさらに投入すれば

あらたにぴ』βの利益が期待できるであろう｡このよう

に考えると,最適性の判定規準をあたえる(3.5)式も意

味がはつきりする｡

稼働工程に対しては,水

1543

位の増加による利益の増

加が,これに投入する資源の価値にひとしいところでバ

ランスし,非稼働工程にたいしては,水 の単位の 加増

によって投入した価値だけのものがえられないのだか

ら,はじめから稼働させないのだ,と理解される｡

また,FXが,Xの下向きにCOnVeXなfunctiona7

からなるベクトルであれば,(3.5)式でえられるズ職,打

が,

¢(考y)=g(ズ)+y(月-アズ)…………(3.11)

なる pay-0fffunction をもつゲームの Saddle-pOint

をあたえるという興味ある 実が知られている｡これ

は,1inearprogrammingにおけるゲームの理論との関

性を,拡張したものであって,人間対資源のゲームに

おいて,ちようどバランスするSaddle pointを求める

ということにはかならないのである｡

〔ⅠⅤ〕二次計画一目的画数が二次式の場合

資源による制限条件が変数ズ(〃次べクレレ)の一次

式,目的函数が二次式であらわされる場合を考えよう｡

二次形式は一般に

g(ズ)=Cl′ズーズ′[C2]ズ…………………(4.1)

の形に喜ける｡こゝでClは弗次べクいレ,[C2]は

(乃,乃)対称行列である｡前節の判定規準が適用できる

ためには,前節の仮定(a),(b)が成立せねばならな

い｡(a)は制限条件に関するものであって,条件式が線

型計画と同様一次式としているから,これをみたす又は

COnVeX
Setをつくり,仮屈を満たしている｡また,条

件(b)は(4.1)式が下向きにCOnCaVeな函数であれば

みたされる｡このためにほ,どのようなことが必要であ

ろうか｡g(X)が下向きにCOnCaVeならば,任意の解

ズ1,ズ2について

g(ズ2)≦≦g(ズ1)+
∂g

):=ズ1(ズ2一方1)
なるを要するから,

Cl′ズ2-ズ2′[C2]ズ2≦:Cl/ズ1-ズ1/[C2]ズ1

十(Cl+2[C2]ズ1)′(ズ2一方1)

[C2]が対称行列なることに注意して,これを簡単にす

ると,

(ズ2一方1)′[C2](ズ2一方1)≧0

となり,任意のズ2-ズ1にたいし,上式が成立するた

めには,これがnon-negative definiteなること,すな

わち[C2]のすべての主座小行列式が魚ならざることが

必要である｡また,仮定(b)が成立するためには,こ

れで十分なることが知られる｡

つぎに,現 にどのような模型がこの二次計画にあて

はまるかを考えてみる｡m桂の資源(resorce)n種の
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工程(process)上陸の製品(product)がある｡資源は

量に制限があり,β(桝次べクレレ)がその使える限界

であるとする｡粥程の工程の水準(1evel)をズ(n次

ベクトル)としたとき,これに要する資源の量 5 との

間に,

5=[A]ズ [A]は(椚,彿)行列……(4.2)

なる一次関係があるとする｡またⅩなる水準の工程に

よって生みだされる製品の量を yとし,yとズとの

間に,

y=[ア]ズ [P]は(J,ル)行列
‥･･t･(4.3)

なるやはり線型の関係がなりたつものとする｡こゝにお

いて[A]および[P]は,Input matrix,Output

matri又というべきものである｡つぎに,yなる水準の

生産による利益を♪,単位の製品についての利益が,y

の増加とともに直線的に減少するものと考えると,

♪=(Cl-[C2]y)/y……………………･t･(4･4)

なる関係がなりたつ｡こゝでClは全然生産を行わない

ときの製品の単位当りの利益であり,【C2]はyによつ

て単位当りの利益が,直線的に変化する割合いをしめ

す｡ClはJ次べクいレ,[C2]は(J,J)対角行列で

ある｡

(4.2),(4,3),(4.4)式を綜合すると,結局問題は,

ズ≧0[A]茸≦β,y=[P]ズ‥=……‥(4･5)

の条件の下に,(4.4)式を最大にする問題となる｡条件

式(4.5)は,yとズとの関係が,等式で結ばれている

が,一次の関係であるから,この解がconvex‥Setをつ

くることにほ りない｡なんとなれば,ズ1,ズ2を解と

し,これらに対するyの値をそれぞれyl,y2 とすれ

ば,

[A]ズ1≦月 yl=[P]ズ1,[A】ズ2くβ y2=[P]ズ2

ならば,A‡rズ1+(1-r)ズ21≦β γア1+(1-r)y2

=[P]†rズ1+(1-r)ズ2)0≦r≦1

をうるから,r(掌:ト(1-r)(掌…)もまた解となる｡
したがって,上述の模型でほ,[C2]の要素([C2]は対

角行列である)が免でなければ,前節の判定規準が用い

られる訳である｡遊休工程を考え,この水準をZ(刑次

べクレレ)とすれば,条件式(4･5)は,一まとめに,

†荏描巨言∃)(書)=(召)
とあらわされる｡一つの工程によってたゞ1桂の製品が

生みだされる場合は,[ア]=[且]であって,ズ=y と

なり,♪=Cl/ズーズ′[C2]ズ,Aズ≦見 方≧0となる｡

〔Ⅴ〕シンプレックス表の拡張

前節に述べたような模型では一般に*,(4･6)式を書き

直して

[A]ズ=且 ズ≧0([A]は(桝,桝+弗)

行列‥‖
…‥(5.1)

の条件の下に

♪=Cl′ズーズ/[C2]ズ([C2]は,各要素

が負ならざる対角行列)……(5.2)

を最大にする問題となる｡線型計画においては,縮退の

起らないかぎり桝個(刑は条件式の数)の一次独立な

[A]の列べクいレろに対する 旦夕が正で,ほかが0

であるような解(これを基本解basic solution という)

において最適解がえられる｡この性質をたくみに利用

し,基本解から基本解へと,山の尾限を縫うごとく最適

解へと到達するシンプレックス法が考察された｡二次目

的函数の場合にも,このような逐次計算の方法が適用で

きないものであろうか｡以下このような考えの下に議

を進める｡

線型計画の場合とことなる点は,単位の工程稼働によ

って生み出される利益が,その工程の稼働の大きさによ

って変化する点である｡このことによって最適解が基本

解においてえられるとほかぎらず,一般にゐ個(烏≧桝)

の稼働工程を含むことになる｡

そこで,いまゐ(≧桝)個の稼働工程を含む解がえられ

たとしよう｡シンプレックス法において用いた手法にな

らい,この点個の工程のうちで適当な 刑偶の工程をベ

ースとし,ベース以外の工程のレベルを変化させ,これ

をベース工程のレベル変化で補う｡便宜上,ろ,ろ,.‥j㌔

を稼働工程,このうちはじめの桝個ろ,j㌔,…昂几をベ

ースにえらんだ工程とする｡まず,アブ(ブ>刑)を,ベー

スであらわして,

巧=∑凍り薫(j=桝+1,刑+2,…例+乃)
∫=1

(5.3)

ほじめにえられている解ズ1は,

ズ1二(∬壬,∬…,…ズL,…∬三,∬去十1‥=亮+れ)
ベース

したがって,

∑薫∬zl+
f=1

>0

∑ 昂∬～1二月
J=研+1

(5.3),(5.5)式より,

∑香(∬Jl-αり♂j)+
f=1

∑ 薫∬zl十ろβJ=月
J=椚+1

*前節の終りに述べたように,一つの工程でいくつかの製品ができ

る場合でも,(4.6)式のような制限条件式を用いれば,以下述べる

シンプレックス表を適用できる｡ここでは簡単に一つの工程でたゞ

一種の製品のみをつくるとしておく｡

90-
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こゝでβjを,

J∬乙｣αりβj≧0(f=1,2,…桝)
t好+-〝j≧0 .‥(5.7)

なるようにえらべば,(5.6)式の･乃(f二1,2,…桝+乃)

の係数が,新しい解ズ2の各成分の値をあたえる｡すな

わち,

=∬£1--.∑勒クj(i=1･2▼…桝)
J=m+1

=∬～1+βj∂り(fニ例十1,･･･刑+乃)

たゞし,∂i)はKroneckerのデルタである｡Xlから

ズ2をえたときの利益の増加如ほ,

4夕=g(ズ2)一g(ズ1)

=〝パ(ぐ1j-2c2J∬jl)-∑(cI乞一2ち7ズil)のJ
∫=1

(5.9)

-βj(c2j+∑c2乞α豆j2))

こゝで,Cl㌃-2c2～∬豆は,g(ズ)を∬£について偏微分し

たものであって,∬£なる水準で稼働しているとき･制限

条件を考慮せず血′だけ水準を増したときにえられる利

益の増加率をあらわす｡これを通常限界利益(marginal

revenue)の名で呼んでいる｡簡単のために･

C`*(∬)≡三ぐ1乞-2巧打机

なる記弓▲であらわすことにしよう｡さらに･

‡;‡≡
∑免*αり-C.メ*
∫=1

∑q乞αり2+e2ノ
ダ=1

(5.10)

(5.11)

ある分岐点でもつとも傾斜の急な遺をえらび,つぎの分

陵点まで行くか,または平坦になればそこで立ち止まつ

て憶斜の急な道をさがそうとするのである｡

変化の対象とする工程の番号をγとすると,

l叫=ブ(lαjl(研くブく勘,αJ(ゑくブ≦椚十乃)1

(5.13)

このα,･の値には三つの場合がある｡

(1)αr二0なる場合には,ズ1が最適解である｡

証明 ほじめの解ズ1からの微小変化dズ=(血1,

ゐ2‥..血仇+拍)ほ,乃個の変数から,ベースの別個

をのぞいた(弗一別)個のズ豆の微小変化によって一意

的にきまり,あらゆるこれらの組によってつくされ

る｡しかしていかなるdズなる微小変化によっても

目的函数を増すことができないということがいえれ

ば十分である｡(5.6)式に対応して

∑昂(∬il一.∑α慮J血J)+ ∑(∬Jl
ダニ1 ノ=∽+1 ノ=肌+1

+血j)ろ=且………………‥(5･14)

血による♪の 化%は,二次の無限小を無視して,

郎=一∑c′*∑αりれ十.∑り*血j
i=1 ブ=椚+1 ノ=椚十1

(5.15)

で,αj,βJを定義すれば,(9)式はつぎのように簡単に

あらわされる｡

如二一βj((り+〝JβJ)……………………(5･12)

したがって(5.7)式をみたし,如をできるだけ大きく

するようなβjを求めて行けば,漸次最適解に近い解が

えられて行くことになる｡こゝで注意を要するのは･

ブニゝ烏なるブに対しては,(5･7)の第2式よりわかるよ

うに,βj>0なるを要することである｡したがってこの

ようなブに対し,αj>0ならば,ガjを変えても目的函

数を改善できない｡αjは,勘の微小変化による♪の

変化の度合をあらわすものと考えられるから･この値の

できるだけ大きいようなブを変化の対象としてえらぶの

が一応妥当である｡このことは,通常の線型計画の場合

と全く同じ考え方である｡最適解を求めることを山登り

にたとえるならば,山道のある点に立って,いくつかの

道があるとき,憤斜のもつとも急な道をえらぷことに相

当する｡このような遺をえらべば,つぎの分岐点に行く

までに一番より高い位置まで行けるとは限らない｡はじ

めほけわしいように見えても.だんだん平坦になり,つ

いには下り坂に向うかも知れぬ｡この方法ではとに角･

=.∑†ぐj*-∑cz*αり)dガj=∑αj血j≦0
ノ=〝ヱ十1 i二1 ブ=′乃+1

すなわち,どのような微小変化dズによっても♪を増

すことほできない｡ゆえに‥方1が最適解である｡

(2)αrく0のとき,βrの値ほつぎのようにきめる｡

仇･==Tnin(一
αヮ･ ∬`1

2βγ'α汗

すべてのり)

(3)α～･>0のとき,同様に

βγ=maX(-∬rl,

(αわ･>0なる

αデ ∬zl

2β?･'αゎ･

なるすべてのり)

(5.16)

(αけく0

(5.17)

このようにすれば,たしかに目的函数が改善される｡

これをシンプレックス表のように表にまとめたのを弟

l表にしめす｡通常のシンプレックス表とよく似てい

る｡構にβおよび刑+カ個のべクいレをとり,縦にゐ

個のべクレレをとる｡このうち,上の別個のべクいレ

をベースにし,桝+1行以下はペースに入らない稼働工

程を書いたもので,昂 の列にその工程の稼働の大きさ

が記されている｡さて,αrがみつかったとしよう｡こ

の符号に,2通りの場合があり,そのそれぞれにまた2

通りの場合が生ずる｡まず,

(a)αγく0のとき,

(5.16)によってえられる ♂rの値が, 還一のと
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Table

拡張されたシソプレックス表

Table of Expanded Simplex

ク1……………………………………･=…PJ

第38巻 第12キ

P机+乃

一αメ2βJ

き,刑個のベースは変らず,∬rと,∽個のベース工程

のレベルが変るだけで,∬′･1=0 ならば,アナ･の行をあ

らたにつけくわえる｡･鋸･により,ベースの工程の稼働

レベルほ-α汁βr(f=1,2,…刑)ずつ変化する｡♂γの

値が霊-なるときは･通常のシンプレックス表と全
く同様で,P一をベースから追いだし,かわりにPノ･を

ベースに入れる｡

(b)αr>0のとき,

この場合ほ,恥1>0でなければならない｡(5ユ7)式
αγ

2高二
によってえられる ♂γの値が, -∬rlまたほ

のときほやほりベースは変らず,∬Jとベースのレべル

が変るだけである｡ベース工程のレベルの変化は 一裾

♂γである｡〝Jが
∬el

lト･･
なるときは,ベースの鳥を追

いだし,かわりにみを入れる｡いずれの場合にも一回

手順をふむごとに新しい解 この解は常にはじめの解

よりも目的函数が大きくなっている がえられる｡一

回ごとに表をかきかえて行くのであるが,基本ベクトル

の変化しない場合は,舞1表においてβわのかゝれて

いる部分ほ書きなおす必要がなく,昂,Cj*の列および

αj,βj,-αブ/2∫うJの行のみを書きかえればよいのであ

る｡

さてこのようにして計算を けて行けば,しだいに最

溶解に近ずくけれども,線型計画におけるごとく有限国

の操作によって最適解をうる,という訳には行かない｡

最適解の稼働工程の数が,別+2以上であれば,一般に

このような操作をするかぎり,無限回の計算を必要とす

る｡そこで,この対策として,いくつかの工程のレベル

を同時に変えることが必要になってくる｡

最適解の正確な値は,稼働工程と,非稼働工程との区

-り/2βJ

別ができれば,(3･4),(3･5)式を解くことによってえら

れるから,シンプレックス

がつけば,

によって,稼働工程の見当

立刀程式をとく計算によって段通解を求め

うる｡二次計画の場合には,(3.4),(3.5)式は,£=1,2,

…ゑを稼働工程として,
た

∑薫∬～=β
i=1

(5.18)

ど1j･-2[C2｣∬j=∑伽言ん

たゞし[カJ]=[A],(ブ=1,2,…ゐ)…(5.19)

をとけばよい｡しかし,シンプレックス でえられる数

値を利川し,つぎのように計算した方が簡単である｡シ

ンプレックス表で,f=1,2,…別の別個のベースのほ

かに･肌+1･∽+2,…ゐのコニ程を稼働させたとき最適解

がえられるとすれば,∬三汗1,亮.2,∬をそれぞれ

β勒十1,♂隅+2,…鋸だけ変えたとき,最適解がえられると

する｡最適解なるたあの必要十分条件は,

αj=0,(ブ=1,2,…ゐ) (5.20)

であり,f二1,2,…別に対しては必然的にαj=0になる

から,よ=刑十1,刑+2,･･･ゑについて(5.11)式を川いて

喜きなおすと,

ぐJ*一ろ′†Cl-2｢C2](ズ11一二∑.残れ))=0
ざ=7乃十1

(J=桝十1,…鳥)

ズ1は,ベースのみを坂出したべク1､ル

(5.21)

ズ11=(れ1,∬21,…∬偶1)…………………(5.22)

である｡さらに(5･10)式に注意して(5.21)式を薬理す

ると,



二次計画における最適解の判定基準とその数値解法について

シ ソ プ レ ック ス 真 の 計 算
Calculation of Simplex Table

1547

l
Cj*

Cljう

ツう

5 8 15 12 8

0.01 0.02 0.20 0.08 0.01

Vector Po P8 flT Pl P2 P8 Pd P8

a

P8 1,000 1

1

5 10 5 2

P7

αブ

βブ

-αj/2`写J

8 25 20 8

-5 -8 -15

0.20

37.5

-12 -8

b 0.20

ク8

Pァ

P8

αJ

βJ

一り/2βJ

812.5 6 5 10 5 2

1 8 20 8

37.5

281.25

-5 -8

1

-12

0.08

75

-8

C

3.5 0.08

0.20

P¢

P4

P8

812.5 田 5 10 5

0.05 0.4 l ll･25
1

1 0.4

仇プ 185.94 0.175
-3.6 -8 -6.6

βj

-り/2βブ

507.03 0.02

200

i
l

■d

4.75 0.02 夕空 81.25 0.1 0.5 1 0.5 0.2

3.5

0.0

0.08

0.20

J)4

P3

αブ

βJ

-り/2一号ブ

53.125 0.05 0.4 1.25 1 0.4

37.5

571.88

639.06

0.475 0.175 ≡-1･225

1

6.75

0.33

-10.2

-5.65

l

e

4.546 0.02 f)2 86.35 0.1 0.5 1 0.5 0.2

1.46 0.08

4.08 0.20

ク4

P8

65.875

27.3

0.05 0.4 1.25

1

1 0.4

αJ 600.11 0.4546 0.073 ≡一2.123 -6.5068

βj 645.35 0.0236

一り/2βJ
138

5.65 0.02 夕空 58.75 0.1 0.5 1 0.5 0.2

10.292 0.08

4.08 0.20

f,4

Pa

10.675

27.3

0.05 0.4 1.25

1

1 0.4

5.24 0.01 fJる 138

11.61

1

αJ 1276.31 0.565 0.5146 1.9418

βJ

-αj/2･子ブ

328.30 0.33

-17.6

5.298 0.02 P2 67.55 0.1 0.5 1 0.5 0.2

6.772 0.08 ♪4 32.675 0.05 0.4 1.25 1 0.4

11.12 0.20 P3 9,7 1

5.24 0.01 ク6 138 1

丑J 1410･14 0.5298 0.3578
-0.006

三 萱【1.4716
βJ 214･53 0.0236

一αJ/2βJ
31.2

5.518 0.02 ク芝 62.052 0.1 0.5 1 0.5 0.2

8.327 0.08

13.167 0.20

P4 22.958

ク8 4.582

0.4 1.25 1 0.4

田4.434 0.01 P8178.287

αj13S4･43

β.7 431･23

0.5518 0.4163

♪ い815･66
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C2jdJ十ろ′ ∑[C2]残♂乞=喜(ぐj*(ガJl)
f=〝‡十1

一アブ′C*(ズ1)1=一書αjl

(ノ=椚+1,.‥ゐ)

日 立

(5.23)

この式の右辺のαjlは,最終シンプレックス表でえら

れたαノの値であり,ギブは,おのおののブに対するαり

のつくるベクトルである｡解くべき連立方程 はゐ一肌

元である｡この計算によってえた ズ2 が,最適性の条

件(3･5)をみたして㌧､るかをしらべ,もしみたしていな

ければ稼働工程の推定を誤った訳だから,なおタブロー

による計算をつゞけねばならぬ｡

最後に

〔ⅤⅠ〕計 算 例

算の数値例を挙げる｡

l5∬1+10∬2+5ズ3十2ガ5≦:1,000

t餌1+25∬3十20∬｡+8∬5≦≦2,000

をみたす∬1,∬2,∬3,∬4,∬5≧0のうちで,

♪=ガ1(5】0.01ズ1)十∬2(8-0.02ガ2)十∬3(15

-0･20∬3)+∬4(12-0.08∬4)+∬5(8-0.01∬5)

を最大にするものを見flけ｡第2表にシンプレックス表

の計算をしめしている.g表で,fち,ろ,ろ,ろが稼働

工程であるという見当をつけた｡ろ,･ア4はベースベクト

ルであるから,昂,ろのレベルを同時に変えて正確な最

適解を求める連立方程式の計算にうつる｡

(5.23)式は,

0･2β3+(0･5･1･25)(0ご2｡.38)((冒二…5)〟3
+(3:桝=-p㌢

0･01β5十(0･2,0･4)(0ご2｡.38)†(冒:≡5)?3
+(3:錮=-t･写1旦

これをとくと,

♂3=-5.118,〝5=40.287

をうる｡これより最適解を求めると,

∬2=62･052,∬4=22.958,∬3=4.582,

∬5=178.287

となり,これに対するタブローほ,b表のようになる｡

ゼロ･レベルの工程為,ろ,ろに対するα6,α7,α1>0,

正レベルの工程に対する αほ0 になっている｡よつ

て最適性の判定条件をみたし,最適解である｡

つぎに【トべク1､ルを求めるには,(3.5)のはじめの式

の独立な任意の二つを解けばよい｡

q*(ズ2)=5･518=(町祝2)(13)

c紬)=乱327=(恥祝ヱ)(2呂)

第38巻 第12号

これより

輿=0･5518,祝2=0.4164……‥‥‖………(6.6)

をうる｡これが資源にあたえた価値であり,1,000で抑

えられている第1の資源を加1だけ増せば 0.5518』み1

の利益の増加がえられる｡第2の資源についても同様で

ある｡

〔ⅤⅠⅠ〕結 R

以上,線型計画の枠から一一歩外にでた模型を,生産計

画を例として考え,これむこ対する数学的理論と計算方法

とをあきらかにした｡プロダラミソグの問題は,平和

における作戦計画(Operations Research略して0.R.)

の重要な分野として戦後急速に発達し,多くの搾諭的研

究および実際問題への応用がなされたが,その対象とす

るところによって適用する千法がそれぞれことなり,新

しい問題には新しい手法が必安であり,多くの場合,レ

ディメードがきかないように思われる｡線型計画ほ応用

範囲の広い融通に富んだ手法であるが,このような簡単

な模型では,到底正確な判断の~卜せないような場合も多

い｡このような一つの場合として生産計画において需要

が大きな要素となっている場合について考察を加えたも

のである｡最初にこの生産計画の間題を擾起され,種々

御示唆,御忠言をいただいた中研菊田所
,ならびに種

々御指導御鞭櫨をいただいた浜甘†,晶甘粕中主仔沌瞑把員に

心から御礼巾し上げます｡
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