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移動範囲による標準偏差の推定について
ANoteonEstimatingtheStandardDeviationbyMovingRange
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内 容 梗 概
本報は･従来標準偏差の推定にしばしば用いられてきた移動範臥こよる標準偏差の推定量精度につい

て論じたものである｡移動範囲による推定とは測定値∬1,∬2,ガ3,……,∬〃iこ対し,まず
ズ1,∬2,..‖,ズセ

についての範囲点1を求め,ついで,測定値を1個ずらせて

∬2,∬3,……,恥十1

についての範囲｣範を求める｡同様にして旦,晶,私･･叫虎′ヱーれ1を求めて,その平均育をとり,

これに適当な修正係数を乗じたものをもってげの推定値としようという方法である｡

このような場合,凡と月2との算出には,測定値∬2,∬3,……∬たが共通に使われる｡そのため凡

と点2とほ･統計的に独立でない0同様に点1と凡(f=2,3･……ゐ)が独立でなくなる｡本掛･ままず
点1と& との相関を求め･さらにこれを用いて推定量の分散を求めたものである｡なお鳥としては

2～5の4通りについて行った0精度ほゐを2から3にすると大分向上するがさらに4,5としてもあ

まり増さない｡ゑ=3程度がよいのではないかと思われる｡

〔Ⅰ〕緒 言

一定の間隔をおいて測定したデータ∬1,∬2,∬3,‥
∬J,…… の標準偏差を める場合iこ,よく移動範囲が用

いられる｡本報ほ,移動範囲から標準偏差を推定した場

合の分散を求めたものである｡

同一母集団から抽出した大きさ仰の 本について,最

小値および最大値を求め,それをそれぞれ叛,,.∬(′｡に

て表わすものとする｡範囲

月…∬(7り一∬(1)‥

..(1)
を用いて,母集団の標準偏差を推定する場合にほ,月を

母 団の分布,および標本の大きさ乃iこ関係するある常

数d花で割ってやればよい｡つまり げの推定値左ほ次

式によって与えられる｡

∂=点/d〃…･
‥(2)

正規分布にしたがう場合のd化の値は,

つとに計算され広く実仙こ供せられている｡いうまでも

なく･d′上の値は,(2)式のふが不偏推定量となるよう

に定められた修正係数である｡

且(点)=d7～げ
………………………………(3)

さらに,標本の大きさが10ないしそれ以下の場合は,

(2)式から

･･､主

めた推定量の効 ほ

(∬z-盲)2′(叫,ここiこ盲…(畠∬∫)/乃
にある修正係数をかけて求めた推定量に比して,あまり

劣っていないことがわかつている｡しかし,大きさがか

なり大きな場合には,その効率は非常に悪いものとなる｡

その一つの対策としては,全測定値をいくつかの組に分
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け･各組についての範囲を求め,さらにそれを平均した

もの(平均範囲)を用いてげを推定するという方法が考

えられている｡この際推定の効 をよくするには,組の

大きさを7ないし8にとるのがもつともよいことが証明

されている｡

あと一つの対策としては,移動範囲を用いる方法が考

えられる｡移動範囲による方法とはまず最初のゑ個の測

定値

∬1ナ ∬2I……I∬ノこ･

について,範囲属1を求め,ついで

ズ2,∬3I…‥り ∬1て+1

の範囲月2を求める｡同様に

須,ガ～+1‥…リ｡れ+.ナ_1

の範囲凡(f=1,2,3,……,雅一j+1)を求め,これら

の平均

斎=(罫中一かトり=……………･(4)
をdたで割ったものをもって,げの推定量としようとい

う方法である｡容易にわかるように,凡と凡.1との算

出にほ,ゑ-1個の測定値苅与い.須.2,……,∬g+た_1が共通

に入り込んでくるため,両者は独立ではない｡同様に&

と&十J(ブ=1,2,……,ゐ-1)とは独立とならない｡本

報は,∬が正規分布にしたがう場合烏=2,3,4,5の4

通りについて&と凡.jとの相関を求め,ついで移動

範囲に上るげの推定量の分散を求めたものである｡なお

ゐのことを範囲の大きさと呼ぶこととする｡

〔ⅠⅠ〕二つの範囲の間の相関係数

前述のごとく,範囲の大きさがゐの場合,&と凡+ざ



516 昭和32年4月 日 立 評 論 第39巻 第4号

とは,gが ゐ-1ないし,それより小さい場合むこほ,

た-ざ 個の測定値を共有しているため,たがいをこ独立

ではない｡そこでまず最初に私･丘1十βの期待値を計算す

る｡

なお本節では,母集団分布ほ母平均0,分散1の正規

分布にしたがうものと仮定する｡

月1と 属1+ぷに共通に使われる測定値

∬打1,ズ糾2,….‖,J托(5<か-1とする)

の内の最大値をツ,最小値をZにて表わす,また凡の算

出に用いられた烏個の測定値のうち

∬1,∬2……,ズ5

のぶ個は月1.占 の算出には使われない｡この5個の測定

値のうちの最大値,および最小値をそれぞれ勤,glとす

れば,ツ,Zとプレglとの大小関係には,次の四つのケー

スが考えられる｡

Casel:g個全部がZより大きく,さらにそのうち

のいくつかはツより大きい場合(ッ1>ツ,gl>g)

Case2:5個全部がヅとgとの間にある場合

(ヅ1くプ,Zl>z)

Case3:S個全部がyよりは小さく,さらにそのう

ちのいくつかはgより小さい場合(ッ1くプ,Zl<z)

Case4:S個のうちいくつかほyより大きく,さら

にいくつかはgより小さい場合(プ1>ツ,gl<z)

Caselの場合には,範囲は yl-Z によって与えら

れ,さらに最大値がプ1に等しく,最小値がgよりも小

でない確率は

(5-1)! 紬)i¢(ッ1)-¢(z))g~1
Case2 の場合には,範囲はy-Zによって与えられ,

さらに二5個全部がツ,gの問にある確率は

i¢(プト¢(g))ざ
Case3 の場合には,範囲ほ y-Zl,によって与えら

れ,さらに最小値zlに等しく,最大値がプより小さい

確率は

¢(ッ)-¢(gl)

Case4の場合には,範囲は プ1一之lによって与えら

れ,さらに最大値がツ1(>プ)に等しく,最小値がZl(<z)

に等しい確率は

(ざ-2)!

ここに
¢佃(zl)i¢(ッ1ト抽))g~2

･･1(机

ごl℡

1 _-

β 2

拍)…J:禦岬
まったく同様のことが,月1.3の算出に用いた烏個の

うち,点1と共通でない･ぶ個の測定値

∬七+1,∬れ2,…‥･,∬七+S

についても成立する｡両者を区別するために,さきに

Casel～4で定義したヅ1,glと同様の量を,プライム

を附して,それぞれγ1′,Zl′にて表わすものと約束する｡

さらに.Rlの Casel～4に相当するものを,それぞれ

Casel/,2/,3/,4/を表わすこととする｡

このようにすると,全部で42=16の組合せが存在す

る｡これらを Case(i,ブ′)のように表わすこととしよ

う｡たとえばCase(4,3′)とは∬1,∬2,……,∬ぷの最大

値グ1はヅより大,また最小値glはヱより小であり,

また∬れ1,∬た.2,‖….,∬れβは全部ツより小さく,さら

に最小値zl′はgより小さい場合に相当する｡この場合

の属1･月1+gは

属1･Rl十ぶ=(プ1一之l)(ツーZl′)

に等しい｡

なお,凡 と 属1.ぷ とに共通のゐ一g個の測定値の最大

値,最小値がそれぞれプ,gに等しい確率密度は

(ゐ-5)!

(烏-5-2日
¢(プ)¢(之)¢(プ)-¢(z)

た-ざ一2

に等しいから,Case(4,3′)のE(凡,屈1+β)に対する

寄与は,次のごとく表わされる

子み子dz(た-5)!

(ゐ-5-2)! ¢(ッ榊)i¢(ッ)-¢可た~ざ~2

×Jdgl′J叫才zl(ッ1-Zl)(ッ一っl′)

×古拙)抽)i¢(プ1卜抽))ざ■2･
抽′)i¢(ッ)

‥ ヽ､

=J坤g
(烏一5)!

(ゐ-5-2)!

¢(zl′)

¢(ッ榊)i¢(ヅト¢げβ~2

×〔ら1idzl品-(…)¢(佃1)

×i¢(ヅ1卜¢叫~2〕

×〔烏zl′
(5-1)!
(ッ一之l′)¢(zl′)

×i¢(ッ)一拍′))ざ~1〕
…….….(5)

っまり,上式の最初の〔〕は∬1,∬2,‥‥‥,ガぶに関

するものであり,第2の〔〕は∬れ1,∬れ2,…‥･∬た+5

に関するものである｡上のように,ズ1,ズ2,=…･･∬ぶと

鵜十1,翫.2,.‥,恥+ぶとの部分に因数分解される｡した



移 動 範 囲 に よ る 標 準 偏 差 の 推 定 に つ い て

がって16個の絶ての組合せについてこれを加え合せる

と,Rl･属1+ぷの期待値は次式で与えられることがわかる｡

且(凡･丘1+β)

ここに

弓 lんド

一り†用

2∫
■･々 丁み†瑚(掴(z)

×†¢(ット¢げざ▼2∫2…………(6)

(ッ1一之)頼)†¢(山一¢(z))ざ~1み1

+てツーZ)†¢(か¢(g))ぷ

+百ゴトJ(ツーgl)抽)(¢(ヅ)一的))ぶ~1

Jみ1†dzl(ヅ1一之l)¢(蛸(zl)
l-

･
い

×†¢(プ1ト抽))g~2
なお,g=鳥-1の場合,つまり 月1と月1+ぶ とに共通

の測定値が1個の場合には,(7)式は

叩1･瑚=†れ)頼た,)∫2
によって与えられる｡計算の結果は次の通りである｡た

だし簡単のために

J¢Z(岬(∬)血…(=)

¢(∬)≡直,¢(∬)≡¢ぶ

とかくこととする｡

ゐ=2:

F′工,_】ロ､_⊥.2､/Jg(月1･屈2)=÷+
3

■

汀

鳥=3:

β(丘1点2)=1+

g(研3)=÷+(5+浣-)-㌃

叩1月2)=-÷+(ノす⊥6)-‡十48(3･2)

+144†¢晶可弼

且(忍1月3)= ㌻-( +晋)÷+112(2･2)′ノ完
十120(3,2)-16(3,3)

r ■

､T

+304†如2抽ト2dト256J岬呵毎

+

g(風月4)
21

_
9

180(2,2) さご_I･

517

2,3)

､丁 ､丁

+306(3,2)-276(3,3)+108(3,4)

-180J印可榊

+396†如2¢勃†函2離

-5ア6恒肋†¢働

g(即2)=‡+60(3,0)-180(3,1)+180(3,2)
-216(2,1)2+192(2,0)(2,2)

-96(2,0)(2,1)+24中∬2¢勃†¢㈲

叩1月3)=÷+75(3･0)-300(3,1)+462(3,2)
-324(3,3)+162(3,4)

-216(2,1)2+432(2,1)(2,2)+40(2,0)2

,24(2,0)(2,1)+96(2,0)(2,2)

Ⅶ144†如2¢ぶ血ト2df

+432†如2¢勃J裾協

-864†如2¢助†碑df

叩1月｡)=i-+72(3･0ト360(3,1)
+738(3,2)-756(3,3)

-378(3,4)+120(2,0)2-240(2,0)(2,1)
+252(2,1)2

十432(2,1)(2,2)十288(2,2)2

-456J如2鋸小潮

+10ゆ∬2¢勃J軒協

一2016J岬勃†軒執胡

g(朋5)=孟+48(3,0ト288(3･1)
+720(3,2)-864(3,3)

+432(3,4)+240(2,0)2+1440(2,1)2
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ー960(2,0)(2,1)

+1296(2,2)2+480(2,0)(2,2)

-1440(2,1)(2,2)

一480ト2¢通†¢rd≠

+1152恒軸J押

-2304J岬勃J¢酬
(i,ブ)および

J紳柚車2動

†脚用車2動離

ト吼2坤㈲･
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つまり,カ=2,3 くらいまでのところは,ふ1の方が分

散が小さいが,烏=5程度となるが,それほど大きな違~

いは生じない｡ゐが大きくなると,平均範囲にくらべて

移動範囲の計算i･ま,かなり繁雑なものとなろう｡したが

って,一般には烏の大きな場合,移動範囲によって♂を一

推定することほ,あまり好ましないということができよ

■
-
､

〔ⅠⅤ〕結

などの数値計算比 後の機会にゆずり,本報では述べな

いこととする｡その結果を用いて,凡と凡(£=1,2･=

烏)の共分散を求めると第1表のようになる｡

第1表 ゑ=2,3,4,5の場合の忍1と凡(ざ=1,2,‥透)

との共分散Cov(月1,凡)

烏=3 1 烏=4 々=5

0.72676

0.16275

0.78920

0.42582

0.16275

0.77406

0.51479

0.30517

0.16425

0.74662

0.54899

0.41832

0.23512

0.10875

〔ⅠⅠⅠ〕移動範囲左用し､るげの推定

本節でほ,移動範囲を用いたげの推定量と,平均範囲

を用いた推定量との分散の比較を行う｡

両者とも,範囲の大きさをゐ,標本の大きさを邦とす

る｡さらに,簡単のために,烏≪乃 としよう｡移動範囲

による推定量をげ1平均範囲によるものを み2として区

別する｡

Var(al)≒

乃Var(点)+2乃∑cov(凡,凡)
f=2

▼ar(古2)≒

(乃E(月))2

var(忍)

鳥=2,3,4,5の場合について,両者を求めてみると

烏=2
一

点=3 烏=4 ん=5

乃Var(け1)

〝Var(け空)

var(Ol)/var(0忠)

0.8265

1.1415

0.724

0.6864

0.8265

0.830

0.6328

0.7153

0.885

0.6227

0.6900

0.902

従来,標準偏差げの推定法としては,いわゆる不偏分一

散ざ2によることが多く,範囲による推定が推奨されな

がらも,なにか効率の点で損をしたような気分が抜け切~

れぬためか,管理図など一部を除いては,あまり用いら

れなかった｡しかし,標本の大きさが大きな場合でも,

それを適当な組に分け,各組の範囲から平均範囲育を

求めるとか,または本報の移動範囲を用いることによつ

て,精度の損失は大rhに縮少させることができる｡工場

の現場においては,拙速を尊ぶばかりでなく,現場技術

者は計算にあまりなじんでいない｡そのため,5による

推定は計算違いを起しやすい｡このような点を考慮に入

れると,5iこよる推定は,現場ではあまり適したものと

いえないと思う⊂

なお,移動範囲をとるべき組の大きさゐについて考え

ると,木祖ではゐ=2,3,4,5までしか計算していない

から,これ以上の場合についてほあきらかでないが,烏

を2から3に変えると推定の精度が大分向上するに対し

それ以上4,5 と増していつても,その割には向上しな

い｡この点から見て,おそらく烏を6ないしそれ以上に-

しても,大巾な精度の向上は望めまい｡一方ゐが大きく

なると,移動範囲の計算ほかなり厄介となる｡それ故ゐ

としては,3くらいをとるのがよいのではないかと思わ

れる｡

なお,測定値ズ1,∬2,……が時間の経過につれて求め

られたものであり,個々の測定値がとり出された母集団

の母平均が,必ずしも一定でない場合にはげの推定量の

中には偏りが入り込んでくる｡これについては,本紀で

は述べないが,結論はゐが小さい程偏りは小さくなるの･

である｡たとえば(ゐ=2の場合を,5に含まれる偏り

の大きさと比較すると,範囲による推定量の方が桁ちが･

いに小さい)したがって,このような場合にほ,ことき

らゐは小さくすることが望まれる｡
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ならびに種々御指導御鞭撞を賜った高田主任研究員に衷

心より感謝の意を表するものである｡




