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内 容 梗 概

振れはじめて静止するまでの計器の指針の運動ほ,制動常数および単位回転力が指針の回転角に関連して変

化する場合には,非線形二次常微分方程式にて表わされるoこれをRunge-Kuttaの方法で数値積分して指針

の静止時間を計算した0その結果,指針の静止する位置付近が不足制動の領域にあるかぎり,その変化の影響

は少なく,それらが変化しないと仮定して前に筆者が求めた計算式で計算できることを明らかにした｡

2′し〟〝｡ ここに r
log

Ⅳ ~ロβざ
∫

静止時間 恥:最初の指針回転角

可動部の回転慣性能率 鶴:目で見える回転角の限度

Ⅳ:制動常数
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】.緒 言

計器の指針が振れはじめてより静止するまでの時間(以下静止時

間と称する)を合理的に近似計算する式をさきに筆者は発表した(い｡

しかし,この式はたとえば直流計器のように制動常数および単位回

転力が指針の回転する目盛範囲において不変なものに対するもの

で,それらが指針の回転中に変化する場合,たとえば,絶縁抵抗計

のような場合は厳密にいえば適用できない｡しかし,このような場

合も静止点付近の運動は制動常数および単位回転力がほぼ一定とし

て･目安をつけるための近似の計算として利用できるであろうと述

べておいた(2)｡

電子計算機の出現により,前述の推論がどのくらい当るものであ

るかを計算で確かめたいことと,さらにこれにより数値計算以外に

は解を知ることの不可能な微分方 式を解く手法を具体的に知って

おくことは,今後の研究に必要と思ってRunge-Kutta法によって

数値計算を行なったのでここに報告するものである｡

2･前に発表したものの概要

本論にはいる[嗣ニ,既発表〔1)の内容の概略を再記する｡軸受部の

摩擦を省略すると指針の

ここに ∫:

､＼:

.1J:

動は次の微分方程式で示される｡

+〃意十〟〝=0
可動部の回転慣性能率

制動常数

単位角当りの制御回転力

指針のk_り転角

任意の時間

∫,Ⅳ,〟が常数であれば,この方 式ほ簡榊こ解け,Ⅳく2γ/廊了

(不足制動),Ⅳ=2γ/彪7~(臨界制動),Ⅳ二>2γ/ノlダf~(過制動)の

条件で下記の3式になることはよく知られていること(3)(4)である｡

〟=〃oe~αr(cos(〃′+ Sin山Jf)

0=00e~α8(coshPi+÷sinhPt)
Ⅳ
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第1図 不足制動における指針静止時間

β♂ β2 ♂

筆老は前にこの式を用いて不足制動の場合について,それ以下は

見えないと考えられる一定回転角,たとえば目盛坂上0.1mmに相

当する回転角仇に するまでの時間rを計算し,横軸に減幅率γ

および制動常数比烏,縦軸に静止時間rを下式で

2∫ し〟
〟0

r古=ケニーーlog
〃 ~0･仇 ‥(3)

示されるr古にて険したr/71gをとり担I示すると第l図のようにな

るので,計算の出発点になった敵分方程式にほ摩擦が省略されてい

ることや,〃ぶにも視力による個人差があるなどを考えると指針静止

時間ほ本質的に厳密な計算ができないことを認めて,+10%,-20%

の誤差が出ることを容認し,弟l図の100%線すなわち下式を採用

すべきことを述べた(1)｡

r=rざ= log 虹-

…(4)

また,臨界制動仁J~近ではこのような一般式がなく,さらに制

数が増して150%以上の過制動になれば,-10%,+0%の誤差を認

容すれば次式で静止時間を計算できることも示した｡

r=2烏2笠log一息 ‥…(5)

ここに 烏
Ⅳ

21/了元才

3･指針の運動を示す微分方程式の整理

3･1微分方程式の無次元化

∫,Ⅳ,〟が回転角♂の関数である微分方程式の数値計算をする

準備として,計算に便利なように(3)式に示されるれを時間の単

位にとって,時間の無次元化を図ることにする｡
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(1)式の両辺を∫にて険し,~F記をうる｡

雲筈+芋･篭-㌢】ト争=0
次にTを無次元化された時間とする｡すなわち

f=丁×Tぶ

これを上式に代入して整理すれば下記のとおりになる｡

lト′ 7-‥＼､ J上J､7､.1J二÷+

(J/･ J J/ J
･-ニこ:-+

β=0

3.2 制動常数および単位回転力が常数でない場合

一般に制動常数Ⅳは窄げき磁束密度の自乗に比例し,単位回転力

.1J∴:･-
鮮度別こ比例するので,永久磁石可動線輪形比率計(絶縁

抵抗計もこの一種である)は空げき磁束密度が一定でないゆえ,制

動常数Ⅳおよび単位回転力〝は常数ではない｡

これらの最も簡単な場合として磁束帝度が回転角の一次の関係に

なる場合を考える｡

Ⅳ=爪(1+cの2

〟=几れ(1+cβ)

ここに 爪:静止点における制動常数

〃｡:静止点における単位回転力

C:空げき磁

fI=

なお

密度が回転角により変化する場合の比

例常数(以下空げき磁束密度変化率と呼ぶ)

7'､＼＼ ■7-､l/.

■∫~~

とすると(7)式は下記のとおりになる｡

なお静1L点付近の減幅

γ=eXp

を?一とすると公知(4)のように

であること,および(3),(8)式によりP,Qを次のように表わす

ことができる｡

P=2log

gO一l二

垢
一
仇

β

β5

-
1
､′一l

り←

-
:
-
､

logγ~1

=君(i｡£丁)2十1‡
(9),(10)式が無次元化された指針の運動方程 である｡(9)式

中空げき磁束密度変化率C=0とすれば二次の線形常微分方

なるが,Cキ0では非線形となり,もはや一般解を数

式と

わすこ

とができず,数値積分による数値解しか得られない｡以~丁数伯解を

求める｡

4.常微分方程式の数値解法の概要

4.1数値解法の種類

数値解を求める実用的方法は大別して

(1)積分進行法

(2)Runge-Kuttaの法

の2種類があり,(1)にはAdam-Bashforthの公式,Levyの公式

があり,これらは計算の出発点として正確な微分値が5個または4

個,∬の等分点で与えられていることが必要である｡

出発点を求める方法として級数展開法,RungeLKuttaの方法,

Milneの方法がある｡｢積分進行法は所要の労力が少なく,人手で

計算するのに適している｡Runge-Kuttaの方法は積分進行法に比

ベ出発点を必要とせず,積分間げきの変更がまったく自由であるが,

労力を多く必要とする欠点がある｣｡

以上は文 〔8〉の所説であるが,Runge-Kuttaの方法は出発J捌こ

対する準備が不要で,簡明である特長があり,電子計算棟を使用す

ると｢労力を多く必要とする欠点｣もなくなるので,この方法で計

算を進めることにした｡

4.2 計算に使用したRunge-Ku他の公式

Runge-Kuttaの方法にはいろいろの形式があるが,使JT7したもの

は文献(7)に記述されているF記のようなものであも｡

筆者が解かんとする微分方程式では駄 標は丁,縦座 〝であ

るが,文献のノーティショソそのままをとり,それぞれズ,プで,積

分間隔はたで表わす｡

解を求むべき微分方程式が

一塾=G(∬,プ,〆)(J､r二

の形で表わされるときは,その解は次式で示される｡

仇=いゐ〆ア～+÷(帰恒例2)
〆町1=〆〃+÷(刑0+2研1+2肌2+肌3)

ここに 例0=ゐG(∬几,ヅ乃,〆乃)

刑1=ゐC(∬乃+÷ゐ,い÷姉弟+÷刑0)
肌2=ゐG(ガ′′+去ゐ,匪卜去ゐ〆+ヱゐ肌0,〆′⊥+去別1)

肌3=カC(∬化+ゐ･ツ′上+ゐ〆〟+÷れ〆月十肌2)
4.3 Runge･Ku加法の計算誤差

4.3.1予備自勺検討

小･
云云2

小･

J/.v･･

【ヅ(正しい解はツ=αCOS∬)

=ツ (正い､解はツ=αeXp(∬))

をRunge-Kutta法で,Xの積分間隔として0.1をとって積分を

行なった結果ほ前者では∬=2,0の点にてα=1としてツが小数

点以下7位日に誤差を生じ 後者では∬=1.0および2.0の点に

てツが小数点以下第6位および第5位で誤差を生ずるという未発

表の社内の資料がある｡いま 老がここに計算せんとする問題は

この両者の混合に近いものと予想されるので,振動の一周期につ

き50区分くらいの積分間隔にすればよいと,人体の見当がつけら

れる｡なお積分間隔についてはさらに具仙′畑こ次章で検討する｡

4.3.2 計算:誤差の算定

文献(7)(8)によれば弟2図のヅ′′_1を基ノ･∴くとLて,∬の間

わち積分間隔を力でツ㌘)を求め,次にプ㌘)より間隔ゐでツ

すな
1､

〟+1

を求めた場介と,ヅ′′_1を基点として2倍の間隔2ゐで求めた結

第2図 Runge-Kutta法による計算値と

積分間隔との関係説明図
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果,プ㌘iを比較すると当然前者のほうが正確で真値をy叫1
すると次の関係がある｡

y叫1幸 +

･〃

〃
γ-

)l≠
″γ■

･
バ
イγ′

15

したがって,同→計算方式で初期条件および間隔を変えてヅ′し1

→ツ㌘1およびッ吋→プ㌘iを求め,これらの値と誤差項である
(11)式の第二項の計算値を100倍したものを念のためならべてプ

リントしておくようにした｡

丁,ツ

注:

㌘),ツ㌘1,プ㌘;,ERROR
Tは横座標で,無次元化した時間,ヅは縦座

式の最初の回

〝にあたる(1

で(9)

角を1.0とした無次元化した回転角

5.計算結果および検

5･l積 分 間 隔

指針の最初の回転角〝｡を1.0,減幅率γを0.1として,回転角の

減衰振動を計算したものにつき検討する｡

弟3図は積分間隔Ⅳ=0.01として計算した結果で 5列の11行

目までに,プリントされた絶対値で0.00001～2(実際にはこの100

分の1の値)の誤差が見える程度で,全部の計算結果が小数点第6

位まで正確であることを物語っている｡

弟4図は積分間隔Ⅳ=0.02として計算Lた結果で,誤差はⅣ=

0･01の場合に比べて大きく,最後のけた2けた(実際にはこの1CO

分の1の値)の誤差を生じているが,符号が正負であi),誤差は

積されないことが明らかである｡

弟1表は積分間隔Wを0.01,0.02,0.03,0.04,0.05の5種類に

ついて同様の計算をした結果の摘録である｡

求めんとするものは,指針の回転角が限で見えない値,たとえば

βき=0■001を最後に通過する時間で,およその時間ほ余裕をみて,

丁=0･70～1･20であるので,この付近の数値をとり,積分間

OtOlの場合との差をプロットしたものが弟5図でこれより積分間隔

はⅣ=0.03で十分であることが明らかになった｡

この例における減幅率γ=0.1ということは,半周期の振動につい

て1/10に減衰することであるから,回転角が0.001になるのは1.5

周期後である｡

制動がよくない例としてγ=0.316まで計算するとすれば0.3166=

0･001であるから,半周別の6倍,すなわち3周期の振動の計算をす

ることになる｡このときは積分間隔を前期の半分すなわち0.015に

すれば,同程度の精度が得られることがわかる｡

このような観点と債分間隔としてはんばな数値を避けるため,減

幅率γ=0･1以下は積分間隔Ⅳ=0.02とし,γ=0.1をこえるものは

Ⅳ=0.01として計算を進めることにする｡

第1表 指針回転角βの減衰振動計算結果(摘録)
(回転角の単位0.00001)

注:(1)指針の最初の回転角を1.0とし,減幅率0,1である場合の計算である｡

(2)表中実線以下は数値が一致している範囲,点線以下ほ最後のけたでⅠ,

すなわち0.00001の誤差で→致している範開を示す｡

32

第44巻 第6号

5･2 制動常数および単位回転力が常数でない場合の計算

減幅率γ=0･03(良好),0.1(普通),0.3(不良うの3種につき,空

げき磁束密度変化率cを【0.5～+1.0の7段階に変え,合計21の場

合につき回転角が最初の偶の0･001になる時間,すなわち静止時間

第3図 積分剛房Ⅳを0.01として計算した場合の

指針[叶転用の時l制作経過

注:最裾′)【1｣1転用1.0,州J甘ネ0.1

第4図 積分間隔lγを0.02として計算した場合の

指針回転角の時間的経過

江:(1)境初のF】転向1.0,声訓電孝三0.1

(′21ERRORの列,_｣二かド〕9子fi=よ0.0仰1Pのごスプリントである

(~プリンターのミス1
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第6岡 制動常数および単位回転力が指針の

回転により変化する場合の指針静止時間

第2表 指針始動点における制動常数比

注:(1)制動常数比=∧ソ2～/瓦蚕了

1.0をこえるものは過制動

1.0に等しいものほ臨界制動

1.0未満のものは不足制動である0

(2)第1列および第2列の減幅率,制動常数比は静止点における値である0

を計算した結果を図示すれば葬る図となる｡

減幅率γ=0.03の場合はぐの変化による指針静止時間の変動が大

きく,γ=0.1の場合はこれより小さいが,そのいずれも不連続性*

が比られる｡γ=0.3の場合は 続で,かつ変動が少ない｡

この第る固よりいえることは,γ=0.03,Cニー0･5の一点以外は

いずれもT=0.8～1.1の範は附こはいっていることである0

すなわち,指針の始動位置における制動常数および単位回転力が

それぞれ静止位置における値の兢～4,兢～2に変動しても,静止

点付近で不足制動であれば,静止時間は制懐州!数および単位回転力

が指針の回転によって変動しない場合と同じ考え,換言すれば同じ

式で計算してよいことを示している｡

なお,始動位置では弟2表のようにかなりの過制動状態にあるこ

とほ托目すべきことで,

とは,指針が

儲引封 まり大きく影響を受けないこ

制動の状態を始動初期の短時間で脱するためである

と考えられる｡

ここに求めたものほ〝ぎ=0.001とした場合であるが,仇=0･00316,

0.000316の場合にもあてはまることほ,C=0のときのβ5=0･00316,

0.001,0.000316の静止時間を示す第1図よりも明らかである0
こ

のことはさらに拡張してこの職印ならばβgに無関係に成立すると

考えてよい｡

また本論は制動常数および単位回転力が(1+〟)2ぉよび(1+〃)

に比例して変化する場合についてのものであるが(1+c9+dフ2+‥･)

のような回転角に閲し複雑な変化をしても,この結論に変更を要し

ないことも推察できると思う｡

絶縁紙抗計の指針静止時間は,目盛板上0･11-1mに相当する回転角

を･仇としてとれば,設計値が実測値とよく一致することは,

の 際より経験のあることであるが,これは以上の推論の妥当性を

策7図において振動の半周川の整数倍で回転角がちょうど眼で

見えない限度〝ざに等い､場合の静1ヒ時間はrlであるが,もし

そのノ､【ェにおいてわずかにこの限度に達しなければ,静止時間は

T2に飛躍して小さくなるので,不 環性ができるわけである｡
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示しているものとみる｡

----71

~
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飢ま限て見える限度

時 間

第7図 指針静止時間の飛躍説明図

る.結 言

以上述べたことは総括すれば

(1)制動常数および単位回転力が指針の運動中に変化しても,

その影響は少ないことが明らかとなった｡したがって指針が静止

する位置付近が不足制動の額域であるかぎり,+10,-20%の誤

差を認容し制動常数および単位回転力を常数として求めた静止時

間の計算式(4)にて計算して実用上十分であることが確認でき

た｡

T=
2∫,〈〟 β｡

ユー､
‥

′ト

ここに r:静止時間(s)

∫:可動部の回転慣性能率(g-Cm2)

N:指針静止位置における制動常数(dyne･Cm/rad･S)

β｡:最初の回転角

仇:それ以下は見えないと考えられる回転角(たとえ

ば目盛板上0.1mmにあたる回転角)

(2)Runge-Kutta法によれば,一般解の得られぬ非線形の二次

微分方程式も電子計算機で希望の精度で計算することは大した苦

労なくしてできる｡

昭和22年に指針の静止時間の計算法を発表して以来なんらかの方

法により制動常数および単位回転力が変数の場合についても求めた

いと念願したことがここに明らかにすることができた｡

指針の静止時間は計器の品位を表わす一要素であるだけに,

式の

計

みを増したことほ計器の設計に益するところがあると信ずる

とともに,非線形の微分方程式の数値解を得ようとする方々の参考

になれば幸いである｡

筆者は数値積分の経験がないので,中央研究所島主任研究員,新

谷氏,｢1立研究所越智氏に教えを受けた｡また目立研究所木村氏に

は電子計算機によるテストランやデバッキソグなどの労をとっても

らった｡ここに記してこれらの諸氏に厚く謝意を

る｡
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