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時間的な変動を伴う二次元層涜境界層の研究
AStudyofTwo-DimensionalLaminarBoundaryLayers

with Time-DependentFluctuations

内 容 梗 概

流体機械にしばしば表われるような,定常流に近くて,外部条件の変動によって引き起こされる境界層の時間

的な変化を研究した｡理論的な計糾こは,

流体が固体

密でしかも計算の岡里尤べき級数解法を用いた｡円柱の境界

この理論で訂算し,他方振動円柱の風胴実験を行なって比較した｡計算と実験の一致はおおむね良好であった0

の実験結果はHill-Stenning両氏(12)と森一船木両氏(13)によって報告

1.緒

面に沿って流れるときは,摩擦のために流体にプレ

ーキがかかるのであるが,空気や水や水蒸気などのように粘性が小

さい流体においてほ,摩擦の影響の及ぷ範囲は固体表面に近援した

流体の掛､屑の中に限られる｡この流体層を境界層という｡

境界層は,ふつう物体の寸法に比べてごく掛､ものであるけれど

も, れの機附こ対して大きな影響を持つので, 用上非常に

なものである｡すなわち,航空餓や送風機,タービンなどの実のよ

うに,流線形の物体の流体抵抗ほ大部分が摩擦抵抗であって,境界

屑の巾の流動状況に大きく左右されるのである｡また,熱交換器の

管や電線など,非流線形物体の境界層は,固体表面からほがれて物

体のうしろに死水領域を作り,大きな圧力抵抗の源となる｡この境

界層のほがれは,ときには異にも起こり,送風機やタービンの損失

を増大させ,その機能を失わせることがある｡

時間的に変化する境界層を非定常境界層と呼ぶことにする｡送風

桟やタービンなどの回転流体機械には,動翼対静巽のように相対運

動をする部分があるので,流れは一般に非定常性を持ち,境界屑も

非定常であろう｡たとえば,蒸気もタービンの動翼ほノズルのすぐう

しろにあるため,動翼の通過に伴ってノ
ヽノ〃レ

内レズ 変に的閏年狛1し
ー→′ハ

わり,ノズル翼面上の境界層が周期的にはがれて,いろいろのトラ

ブルの原因になることがある(1)｡軸流圧肺機の旋回失速の一因とし

て(2),迎角が変わったときに境界屑内の れがすぐ追従して変わら

ないために,巽の迎角と揚力の間に位相差が生ずることが上げられ

ている｡

本研究のL用勺ほ,回転流体機械におけるこれらの非定常境界僧m

題を解明する基礎として,条什を備中化し,境界層外の流速が有限

な平均伯のまわりに,微少な振幅で時間とともに正弦的に変化する

ものとし,その場合の境界屑 訂を する一般的な方法を確立して実

駿的に裏付けることである｡流体ほ非旺緬性で,流れは二次元屑

と仮定する｡

I.ighthill(3)代は,速度変動が微少であると仮定して,境界屑方程

式を線形化し,変動流中の物体の非定常境非婚を計算した..変動の

周波数が高い場合と低い場合を区別して取り扱った｡低周波の場合

ほ運動量精分法を用いて近似的に計許し,高周披の場合ほノ■兢lの

shearwavesolutionに帰着させた｡渋?i貯4)ほ高周波解をLaplace

変換を用いて計算し,Lin氏(5)は高周波,大振幅変動の場合の平均

流の変化を論じた｡Glauert氏㈲とRottL七し7)はよどみ′r∴(付近の

動境界層を按摩に取り扱い,Lam-Rott両氏(8)ほ高周波解と低周波

解の接続について調べた｡Illingworth氏(9)とGribben氏(10)はJl二桁

性の形響せ考えた｡Kestin-Maeder-Wang三氏(11)ほ境界凧外の流

れの変動の位相が流れの方向に異な
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した(二,変動境界層

されている｡⊃

Moore氏とOstrach氏の非定常境界層に関する
ま∵論
,上

記の変動境界層の理論と取り扱い方は異なるが,本質的には変動境

界層の低周波解に相当するものである｡Moore氏(14)は彼らの方法

で非定常境界屑のはがれを論じた｡

境外層の高周波変動の問題は,比較的単純であって,これまでの

研究によって,ほぼ解明されているといえよう｡それほ,Shear

wave solutionが物体の形に無関係に成立するためである｡これに

反し,低周波変動に関する在米の研究にほ,Lighthill氏のように

近似解を求めるものと,Glauert氏とRott氏のように

に対する

殊な場

のがあるが,一般的な場合に対する厳密解

ほ得られていない｡

本論文において筆者は,べき級数解法を用いて,任意の形の物体

のまわりの低周波変動境界層を,種々の条件下(一様流中で振動す

る物体,循現変動を伴う物体,物体の表面がその面内で振動する場

合など)で厳掛こ計算する方法を提案する｡べき級数解法そのもの

についても,論文･tlで検討する｡また変動の振幅が比較的大きい場

合に起こる平均速度の変化や高調波の発生を諭ずる｡具体例として

=柱の境界層を計算するとともに,風胴実験を行なって,計算と実

験の結果がかなりよく一一致することを示す｡

2.非定常境界層理論の基礎方程式

2.1境界層方程式

流れほ二次元で,流体は縮まないものとすると,境非情内の流体

記述する方程式は,
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である(｡ここに∬は物体の前縁から物体

ツは物体

+レ

巨如こ沿って測った距離,

面に垂直に測った距艶 fは時間,祝と〃はそれぞれ∬

とy方向の速 成分,射ま旺九pは密度,ンは動粘性係数である｡

さらに境非層の外では圧力こう配ほ

1 ∂ク_∂打1rT∂打
+ぴ

〃 ∂∬ ∂≠ ∂∬

で与えられる..ここに打は第】図に示すとおり境界屑外 における

速で,一般に∬と≠の関数として与えられるものである｡乙Jを屑

外速度と呼ぶことにする｡境界条件は,

〃=0で 祝=打,〃,〃=Ⅴ紺‥.

γ-ゝ∞で 祝一〉U
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第1囲 境界層はがれ点付近の流線

(上流に動く壁面,血=打)

である｡〔J,仇,Ⅴ`〃が∬と≠の関数として与えられたとき,境界

屑内の流速祝,ぴを(∬,肌f)の関数として求めるのが境界層の計

算の目的である｡ただし本論文では物体壁が静止している場合(m

=0,m=0),または物体壁がそれ自身の面内で動く場合(抗u≠0,

Ⅴ紺=0)に問題を限定する｡ぴについても次節で仮定をおく｡一般

に非定常の問題においては,座標系の選局に注意する必要がある

が,Lighthi11氏(3)は流体が非圧縮性であるかぎり一様並進

る座標系ほ互いに等価であることを示した｡したがってこの条件下

でほ,境界粂作が簡榊こなるように座標系を選定すればよいのであ

る｡

2･2 非定常境界層方程式の線形化(15)

層外速度打(∬,f)が次の(6)式で与えられ,び打とⅤルが零であ

る場合について,境界層方程式を変形する｡

U(∬,≠)=坑(∬)+三仇(∬)cos(りf……………………(6)

ここに,坑(∬)ほ∬なる位置の層外速度を時間について平均した

値で,∈坑(∬)ほ変動振幅である｡三は微少定数であって,方程式

を線形にするときに,項の大きさの 度を判別しやすいように導入

したものである｡杭とげ1ほ同じ程度の大きさとする｡(りほ角周波

数である｡

本論文で研究するのほ,このように, 外速度が平均値に比べて

小さい振幅で単弦変化する場合であるが,速度変動が周期的である

かぎりほそれをフーリエ級数の形に表わして,→般化することがで

きる｡境界屑内部の流速が微少パラメータごのべき級数に展開でき

るものとする｡仇,町祝巳などを∬,y,fの

〟=伽0+三〃1+≡2祝2+0(ご3)

ク=pn十ご〃1+=2〝2+0(三3)

数として,

とし,これを運動方程式(1)式の各項に代入し,ごの各べきの係数

を個々に とおけば,

∈0の係数:

∂祝｡

∈1の係数:

+祝0忽十〃0

=一山打1Sin仙f十
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+鋸2票+恥豊｣一が1

∂2叫

∂y2

+〝2埜〃y =坑篭慧cos2(仙簑
などを得る｡連続の方 式(2)式ほ線形であるから,(祝｡,ク｡),(勘,

〃1),(〃2,ク2)の各組に対し,(2)式と同形の式がなりたつ｡境界条

件は,

y=0で 朋0=γ0=0,朋1=が-=0,胡2=〃2=0,…………………(12)

y~H〇Cで 恥→坑(∬),叫→打1(∬)cos…≠,祝2→∞,……
……(13)

である｡

(9)式より(恥〃｡)を求め,それを用いて(10) より(叫,〃1)を,

(11)式より(鋸2,ぴ2)を順次求めることができる｡(恥〃｡)は屑外速度

仇の定常境界層内の流速を表わす｡(祝1,〃1)は層外速度と同じ周波

数仙で変動する

関数を複

度を表わし,(10) よりこれを求めるにほ,時間

記号法で書き表わすと便利である｡すなわち屑外変動速

度を三qげ扉とし,(叫,〃1)を(〝1｡βf山′,γ1｡g∫出りと表わせは(10)式

よりかぃを消去して,

J+祝〃

●
▲
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dこ㌔,..∂2〝1α
+シ

ゐ
■

∂y2

が得られる｡ここでさらに

乙`1β=〟1ざ+(吉山)㍑1′十(左(り)2〟1〝+…･

〃1｡=〃15十(晶)〃1′+(f仙)2〃1"十…･

と(払)について展開して(14)式に入れ,･αのべきに従って式を分け

れば,(∬,y)のみの関数である(乙`1ざ,〝1∫),(〝1′,〃‖)などを求めるた

めの式が得られる｡ここに 付∫,≠,㍑などほ山ノ0,(〃1,仙2の係数で

あることを示すた捌こ順番につけたもので,それぞれ準定常,一次

の非定常,二次の非定常と呼ぶことにする｡準定常というのは,変

動の周波数がごく低くて,今の場合でいえば層外速度がもとの拓か

ら少し変わった定常流になっている状態に相当する｡

(〟2,γ2)に対する(11)式を複 記号法で取り扱うには,たとえば

三角関数cos2wlを喜(1+cos2(りi)に変形してから喜(1+e2iwt)にお

きかえるという注意がいる｡(〝2,が2)そのものも(〟2椚力`2｡g2一山r,

γ2加+〃2αβ2r仙りと表わす｡変動が大きいときには,境界層内の速度の

時間平均値ほ,定常流における(㍑｡,恥)ではなくて,(〟｡十£2〝2卯,

恥+…2〃2川)になるので,(〟2〝りぴ2椚)ほいわば変動境界屑の非線形ひ

ずみを表来すのである｡(〟2〝,〃2〃)は非線形によって生ずる高調波成

分である｡後章において,(〃2,〃2)についても(15)式と類似の仙に

関する展開を行なって解いた結果を示す｡

3･境界屈方程式のべき級数解法

境界層方程式と,それを線形化した前章の各式はいずれも偏微分

方程式である｡それらを常微分方程式に帰着させて,解を一般的な

形で求めるために,本論文ではべき級数解法を用いることにする｡

べき級数解法は,層外速度を∬のべき級数で与え,それに応じて層

内の速度をも∬のべき級数として求める方法で,従来は定常屑流境

界柳こ限って用いられ,Blasius級数(16)がその代表的なものであ

る｡

ベき級数解法の利点としては,それが 密な解法であることと,

計算が容易であることの二つをあげることができる｡

Pohlhausen法で代表される運動量積分法はしばしば実用される

境界層解法であるが,境界層方程式を近似的に満足させるにすぎな

い｡これに対し,べき級数解法は,級数が収

方程 を厳密に満足させるものである｡

するかぎり,境界屑

ベき級数法による境界層計算は,普遍関数表を利用することによ

って,きわめて容易に行なわれる｡普遍関数というのは,特定の

外速度分科こは無関附こ,いいかえれば 外速度を表わす級数の係
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数とは無関係に,あらかじめ計算し表に作っておける関数であると

いう意味である｡この数 があれば,算術だけで層内の速度プロフ

ィルや表面摩擦を求めることができる｡

さて,本来のBlasius級数は,物体の前縁がよどみ点をなす場合

の境界屑計斯こしか適用できないが,本論文ではそれをくさび形前

縁の場合に一般化する｡次に,G6rtler級数(17)は,級数解法の一

変形で,層外速度条件を満足させやすい利点があるが,円柱のよう

な非流線形物体の境界屑計斯こは適しないので,それに代わるもの

として筆者が提案した方法(18)について概略を述べることにするJ

以上の各級数解法は,いずれも変動境界屑の計算にも使用できる

ものであるが,本論文ではBlasius級数の変動境界屑への適用に限

って詳述することにするL｡

3.1定常境界層のべき級数解法(1Ⅲ18)

変数∬,即を次式によって,無次元の‡,りに変換する｡

〃7-1
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‥∴/､一.ごJ

ただしエは物fイ〟〕代表長さ(たとえば円柱の半径),恥は層外速度

級数((18)式)の初項の係数で定数,ReはReynolds数で,(17)式

で定義する｡椚は物体前縁の形を表わす定数で,(2〃甘汀)/(研+1)が

くさび何である= 肌が1ならば,前縁はよどみ点で木級数解法ほ

Blasius級数法に一致する{⊃ Ucx)を無限遠における流 として

月g

とし,楢外

J■･/･

レ

度は

仇(∬)=坑(吉)=打∞言′′′(α｡-トα1き+鶴㌘十･･‥)･･･(18)

とする｡恥,勘,α巳などは定数で物体の形に.上って異なる〔､

流れの関数函を導入して,連続の方程式((2)式)を満足させる一つ

境界層内の流 〟0,〃0と函の関係は

〟0=豊,ぴ0=一
∂函
∂∬

である｡¢0を次の形に誤せ表わす｡

¢0=-
t~.J､

=./l･･･

椚+1

‥(19)

ここに,ダ｡,香,ダ2などほりのみの関数である(｡坑とダ1は普遍

関数である｡薫以降はα｡,α.,α2などの定数によって変わるが,次

式によって普遍関数ム,んなどの線形結合で

薫=ム+-ゼーん

巧=ム+αl?2ん十
･J.･∴

わすことができる｡

んl…………………………(22)

(19)～(22)式によって,㍑｡と仇を普遍f二対数で由っし,墳非層ノブ

程式(9)式(ただし∂〟｡/∂≠=0)に代入し,ぎと定数α.】,α1などの同

ベきの項を めて零とおけば,普遍関数■を決定するための下記の常

微分方程式群が得られる｡

れ′′′+

ダ1′′′十

ち′′′+

ち1′′′+

禦+1
2

〝7+1

ダ0爪′′一肌坑′2=-∽……………………(23)

凡ダ1′′一(2〝2+1)ダ0′ダ1′+

(2〝‡+1)

,光+1

一凡夫′し(2椚+2)凡′ム′+

(2ク死+2)

タ柁+1

椚+3

研+5

ダ0ん′′-(27形+2)坑′ん′+

君)′′ダ1

ダ0′′′2

タ柁+5
ダ0′′ん

ー(∽+1)+
(沼+1)ダ1佗-

〝‡一卜3

即1′′‡‥(26)
ダッシュは小に関する微分を表わす｡境界粂件は

り=0で 凡=ダ1=長=ん=……=0

凡′=凡′=ム′=ん′=……=0

ヤー"〇Cで 凡′,旦′,ム′,……→1,ん′,ん1′,……→0

である｡沼=1の場合にほ,
､一並‖

のられこ 数はBlasius級数にお

シ1-る普遍関数に当然一致するはずである｡しかし慣用されている

Blasius級数の辛

おりである｡

数と定 が若干異なり,相互の対応は次のと

什Bは慣用されているBlasius関数を意味する｡

凡=ん,ダ1=3ノ;β,ムニ4g3β,ん=4ゐ3β,ム=5飢,･･･…

ここで筆者がさきに捉案した(18)新しい級数解法について簡単に

ふれておく｡G6rtler氏が提案した級数解法(17)は,墳界層内のX方

向速度についていえば

乙J=仇(∬)×[∬のべき級数〕.

という形に僻を求めようとするもので,これに対しBlasius級数解

をl司じように~卦ナば,

〟=U∞×〔∬のべき級数〕...

となる｡解を(31)式の形に求めることにより,級数の初項のみ採っ

ても,y-〉∞で〟--,仇(∬)という境界条件を満足させられるのであ

る｡この.I､烹は確かにG6rtler法の利点であるが,G6rtler上毛ほ坑(∬)

を含んだ変数変換を行なっているために計算がやや面倒である｡ま

た第2図に示すとおり,級数の収束性が他の級数解法より劣ってい

る｡

筆老は(31)式の】凋係を満足する一般解法を求め,種々な変数変換

法を検討した結果,最も一明沌な(16)式の変数を用いてよい 瀾力果

られることを見いだした｡第2図は=柱の境界層(坑=2打∞Sinこr/

R,Rは円の半径)をBlasius級数(B),G6rtler級数(G)および

者の級数(Ⅳ)で計算した結果で,級数の初項のみ用いたときと第6

項まで採ったときの 面摩擦係数の値を示す｡β6と端はほぼ収

した解に近いのであるが,C6はまだ収束不十分である｡初項のみ

採れば確かにG6rtlel一級数がよいが,収束にはほど遠くて

ト
.
･

っ∠

-
､
一

用にな

ββ

第2図 新い､紳数(N),Blasius級数(B),G6rtler級数(G)

による円柱表面摩擦の計算結果の比較
(添字1と6ほ級数を第1項または節6項で打ち切ったことを示す｡)
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らない0図には示さなかったが2項採れば筆者の解法が比較的正解

に近い 果を与える｡

最後に,普遍関数の計算について述べる｡さきに述べたとおり,

境界層の級数解法は普遍関数表を用いれば,榊こそれらの線形結合

を作るだけの操作で済むo Blasius級数の普遍関数は(23)～(26)式

のような方程式を(27ト(29)式の境界条件のもとに数値積分して得

られる｡境界条件の一つが(29)式のとおり無限遠で与えられるため

積分は概してむずかしい○
刑=1の場合についてはいくつかの衣が

発表されているが,Tiffordの表(19)がいちばん完全であろう｢.

G6rtlerの級数も 者の級数も普遍関数の満たす微分方程式は(23)

～(26)式に類似したものである｡G6rtler級数については,いくつ

かの別に対Lて完全な普遍関数表(20)がある｡ 老(18)は各種の級数

解法の普遍関数群の間には線形な関係があることを示L, 者の万

法の普遍関数値の一部をT撤汀dの表から導いた｡新しい級数解法

の普遍関数の表を作成する際に,数値積分を省いて,同じ刑値に対

するBlasius級数やG6rtler級数の関数

である｡

から簡単に換算できるの

3･2
一般化したBlqsius級数の変動境界層に対する適用(15)

屑外速度が(6) のように変動する場合の,境非層内の 度の変

度の変

動を論じ£2の程度の変動は次章で計算例を示すに止める｡

屑外速度の変動振幅を表わす坑(∬)ほ,

打1(∬)=打1(∈)=ひ∞‡〝(ゐ｡+あ1ぎ+ゐ2･き2十…･･)
…(33)

で与える｡乃ほ定数で,平均速度分布仇(∬)に

は一般に異なるものとする｡

われる定数椚と

(15)式で導入した準定常,→次および二次の変動振幅の微分方

式は,それぞれ

∂〟1且

∂∬

=仇

∂㍑1′

〝0

であって,

∂乙`-〟

∂∬

十〟1意+"0
d〃1.rr d乙ち

+〟1∫空+恥聖+｡.′一撃→書聖=坊一裾∂y
~1レ

∂y ∂y2

+〝1度+〃u
旦警+〝1〟_?吐-レ
∂y

l▼■

∂y 紬ワ
･､/l･

..(36)

続の万緑式は(2)式と同形であり,境卯条件は

〝=0で 〃い=〃l∫=〟‖=〃1f=乙`い`=〃1"=･‥=0…(37)

γ→mで 恥→ぴ1,郎1′,乙`1z√,･‥一〉0….
‖(38)

である｡線形方程式(34)～(36)式は,もっと制限された形でⅠ一i如t_

hill氏`3)が始めて導入した｡

定常速度(乙`0,〃0)ほ前節の解法で得られているものとLて,(20)

式に類他の

¢▼15=

¢1′

乙J∞エ

=J.山､

乙J00エ

∈
2

(∂｡ダ印+∂1凡1ぎ+み2ダ5三き2十……)

ノ転々e､

2
(あ｡且｡+ゐ1ダ=ぎ十あ2ダ′2言2十……)

などを導入して,■も変動振幅に対する連続の方程式を満足させる｡

定常流の場合と同様に,

凡1=ん+霊力川

爪2=ん+芸矩0+㌶;ん十≡こ雛10……………(42)
96
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とおき,香1,凧2などに対しても同形の

ん0などの

る｡

示を用いれば,且0,ん,

数ほりのみの普遍関数(パラメータ刑,乃を含む)であ

定常流の場合と同様にして,普遍関数の微分方 式群が求められ

る′つここには薫0に対するもののみ例示するに止める｡

凡0′′′+竿即叩′′-(姉棉′且｡′+
-(∽+乃)

ーリ乃+2†3+1 凧′′且｡

ワ=0で薫0=黙0′=0,り→∞で且｡′→1……………(44)

さて,定数肌と乃の差が整数のときは,準定常の普遍関数が定常

普遍関数の線形結合で表わされることが多い｡それは,準定常の境

界僧というのは,実は層外速度が仇+三杭の定常境界層にほかな

らないからである｡

いま♪=抑-〝Zが正の整数とし,屑外速度が抗+三び1の定常境界

層を考えれば,層内の 度は

㍑=U∞き汁`(α0凡′+α1凡′き1-･…=+(α♪+こゐ｡)凡′ぎ♪十…‥)

で,その中の己の係数が準定常速度振幅〟1∫であるから,

恥=U∞㌘(あ0凡′+∂1F恒1′き+……)

となる(_つ一方(39)式から

恥=U∞‡7～(あ0ダ50′+∂1薫1′ぞ+……)‖
…(47)

であるから,(46)J･にと(47)式の対応する項の比較から且｡=凡,且1=

ダ…などが得られる｡したがって,たとえば♪=1ならば,普遍関

数の開にほ

F吉0=旦,ん=ム,ん｡=喜ん,……

などの関係があることになる｡

研=乃のときには,準定常→定常の関数換算がいくらか復雑にな

る｡それは上のやり方において級数の初項の係数が(α｡+Eゐ｡)にな

り,(16)式によって,りの定義の中にも(α｡+三∂｡)がはいってくるか

らである｡これは,物理的に＼､えば,α｡が増して(α｡+£あ｡)になれ

ば,境界屑が全般的に

●
､

であるから

2程度に薄くなるということであ

可11一息三+0可

打(キ･)珊′(笠-J(α｡+こあ｡)月eさ

刈咤--1

､り/､･.･一二

〃
こ
⊥(FX

｣･.J/
JI､･l

J癖字)叫2)‥･(50)
と謝ナることに注意して,乃>∽の場合と同様に級数の対応する項

を比較すれば,

且D=喜(凡+り為′),ん=旦,ん｡=喜(-ダ1+り凡′)…(51)

を得る｡Lighthill氏(3)ほEh=Ulの場合を考え,

〟∫=〟0+

という式を導いているが,それほ本計算ではα｡=あ｡,α1=わ1などと

Lた特殊の場合として得られる｡

乃<桝の場合については一般的な関係はまだ見いだされていな

い｡川=1,乃=0,α1=αd=α5=･==･=0,α0キ0,あ.以降=0,の特殊

の場合には(21)

且0=凡,′2｡=3(ム′一旦′),

の関係が得られる｡

(53)

非定常の普遍関数ダ用,んなどは,一般に既知関数で表わされな
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いので,数値積分によって求めなければならない｡例外は∽二1,

乃=0の場合の薫0で

薫｡
坑′

坑′′(0)
･J∴J.

で,これはGlauert(6)がよどみ点付近の変動境界層の解として求め

たものである｡

以上の諸式をまとめて,境界層内の変動速度〟1を書き下せば,

〟1=βfugU∞ぞ〃[み∩(且0′→-
£仙エ

′JJ■

き~㈹+1凧｡′+‥…

+ゐ1∈(ふ′十諾ぎ~,川〟+･…‥)
′ゴ10′十′.f甜エ

α0【/00
∈~〝l+リ;10′+…

であって,角周波数は無次元パラメータ

る｡

ト‖上

α0(/∞
㌻Ⅷ+1にまとめられ

4.べき級数解法による円柱の非定常境界層の計算

べき級数解法による非定常境界層計算の具体例として,円柱の境

界層の計算を行なう｡条件を単純にするために,境界層外の流れほ

ポテンシャル流として,層外 度を2Uふsin∬/点で与える｡ここ

に月は円柱の半径である｡さらにSinこr/只のテイラー展開を2項ま

で採り,

坑=2こ㍍i意一志(意)3‡
で定常層外速度を与える｡そして,(1)円柱が流れの方向に振動す

る場合,(2)円柱のまわりの循環が変動する場合,(3)円柱が回転

振動する場合の三つの場合につき,必要な普遍関数を求め,それを

用いて主として境界層はがれ点付近の流れを検討する｡なお(1)の

場合には仰2の 度の変動の影響および己2の程度の変動の影響をも

計算して,それらの影響が比較的小さいことを示す｡

4.1流れの方向に振動する円柱の境界層(22)(15)

第1章で述べたように,非圧縮流体中では相対並進運 する座標

系は等価であるから,弟3図のように(1)一様流中で振動する円

柱,(2)振動気流中の円柱,(3)振動しながら直進する円柱,の三

つは等価である｡数学的には(2)の形に問題を扱うのがもっとも簡

単である｡この場合,層外速度ほ(6)式で

【ん(∬)=Ul(∬)

である｡Lighthill氏(3)はこの問題を運動量積分法で計算したが,本

論文ではべき級数解法で計算するのである｡

(57)式が成り立つ場合,準届常の普遍関数は(51)式のように,定

常の普遍関数で表わされるから計算は比較的容易である｡

物体表面に働く摩擦応力は,粘性係数を〃とするとき

ー:::) ‥(58)

で,既出の諸式を用いてこれを無次元表示すれば,いまの場合

2凡′′(0)一 (意)2拾0)+……‡
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+4轄)i2薫0′′(0ト与(意)2郁0)十…‡

×cos(直4三(-;`若)(意)i2ダ用′′(0)

一言(意)2郁0)+……卜s摘)+…
十如焦)i2為50′′(0)-;(意)2月50′′(0)

ト持(1+cos2…≠)十4三ヒ(ぅ`′£)(意)

〟∞=〃叫(/十どα村山～)

m＼ 卜､

⊂

第3図(a)平均速度のまわりをこ微少変動する流れ

閣

∴

心
ノ■

〝加(/十とCOβ仙ま)

第3図(c)振動しながら進む物体

×‡2為′2′′(0)-i(意)ム′2′′(0)+川…‡
(-Sin2(りわ+‥･････

で与えられる｡上式に表われる∈2の係数の

では省略するが,∈の程度の

き方については本論文

法と大体似ており,準定常の普遍

関数薫0などはやはり定常の普遍関数で計算できる｡

非定常境界屑のはがれの定

ここではTが

については,いろいろ説があるが,

になるところをはがれの位置とまず考える｡舞4図

はこの程度で仙2の程度までとって計算したはがれ点の移動の模様

である｡図の右端は屑外速度が最大になった瞬間を,左端は最小に

なった瞬間を示す｡図の上半ほ,はがれが定常のはがれ点より下流

にあることを,図の下 は上流側にあることを示す｡

策4図が長円形をしていることから,層外速度の位相とはがれ位

置の位相がほぼ90度ずれていることがわかる｡層外速度が最大また

は最小になった瞬間にははがれ点ほ定常ほがれ点にほぼ一致する｡

こまかくいえば,いくらかずれがあるが,これは(り2の項の効果であ

って,それが弟4図では見いだせないほど小さいことから,相月/2と/00

=0.3程度では甜2の効果は無視できることがわかる｡層外速度が増

下紬がまま封軸‖カ に 押し流され,減少中にほ上流にさか上る｡

これは層外流を加速,減速させるための圧力こう醗の影響で,周波

数が高いほどはがれの移動幅は大きい｡それにしても,£=0.1,

αノ尺/2[/∞=0.3の場合の移動幅は角度にして20分ほどでごく小さ

い｡.第5図は定常はがjlノ如こおける速度分布の変化を示したもので

①,②などは舞4図に対応させてある｡
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第4図 円柱の境界層はがれ点の移動

(主流速度が変動する場合,£=0.1)
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第5図 円柱境界層のはがれの平均位置における

速度プロフィル(主流速度変動の場合,∈=0.1)

弟る図は∈2の効果をみるために,∈=0.5として計算したはがれ点

移動の模様である｡平均流の50パーセントの変動があっても,∈の

程度の計算でかなりよい結果を支えることがわかる｡

弟7図は速度プロフィルについて,己2の程度の変動の影響を見る

ために,よどみ点近傍の層内速度の準定常値を,その点の層外速度

の平均値で割った値を示している｡(Df二0と打の瞬間における層内

速度を拘±∈恥で計算したものと〝｡±£恥+己2〟2ぷで計算したもの

を描いてある｡厳密な準定常速度は,層外速度を仙g=0と方におけ

る値に凍結させた定常速度であって,それを"exact"と記してあ

る｡∈の程度の計算でも厳密値からの誤差は僅少であり,∈2まで採

れば厳密値と弟7図の上では区別できない｡

弟る,7図および表面摩擦値の比較から,変動が∈=0.5と大きい

場合にも,£の程度の計算はかなりよい近似を与え,㌔の程度の計

算はきわめて正確であると結論される｡

4.2 循環変動を伴う円柱の境界層(21)

弟8図のように,円柱のうしろにカルマソ渦が生じている場合に

は,循環は周期的に正負の値を取りながら変動するはずである｡こ
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第6国 境界層はがれ点の移動

(∈=0.5,(附属)/α0【/∞)=0.3)
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勒
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βJ∂rg

♂ 〃∫ /β /J

第7図 準定常速度の比較

第8図 循環変動を伴う物体の例

､ヽ

れを単純化して,層外速度の変動振幅が∬に無関係で,

ぴl(∬)=み0

で与えられる場合の計算を行なう｡

この場合には,椚=1,乃=0として,前章の一般論にしたがって

計算することができる｡注意を要するのは,よどみ点付近の流れ

で,定常速度は非常に小さいのに,変動は有限であって,線形化の

仮定が破れそうに見える｡しかし本計算はよどみ点付近ではGlauert

氏(6)のそれに一致して,Navier-Stokes方程式の厳密解になり,変

動の大きさに無関係に,正しい解なのである｡

第9図は境界層はがれ点の移動を示したもので,振動円柱に対す

る第4図に相当する｡(〟月/α0【/∞が零のとき,弟9図のグラフは右

上がりの直線となり,準定常的にはがれ点が移動することを示す｡

これは振動円柱(弟4図)では準定常的には移動が起こらなかったの

と対照的である｡

仙月/α｡【/∞が増すにつれて,グラフは長円形となる｡準定常値と

の差が本来の意味での非定常効果による移動距離である｡ただし局

部的な(ここでは定常はがれ点における)層外速度振幅と山の等し

い状態で振動円柱と循環変動の場合と比べれば,循環変動の方がは

がれ点の非定常移動幅が約2倍で,速度分布の形によって非定常境
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√♂J仙∠

第9図 円柱の境界層はがれ点の移動

(循環が変動する場合)

4.3 匝Ⅰ転振動する円柱の境界層(23)

層外速度が定常的であって,物体壁の方が運動するために起こる

非定常境界層の例として,一様な流れの中に1本の円柱があって,

それが中心のまわりに左まわり,右まわりと交互に正弦的に回転振

動するときの境界層内の流線の模様を調べてみる｡

数学的な取り扱いほ,循環変動の場合と頼似しており,普遍関数

に する境界条件がいくらか違うだけである｡

∈ぴけ/Uふ=0.1,仙屈/α｡と/∞=0.3の場合の,はがれ点付近の洗練図

を第10～12図に示す｡Moore氏(14)は,非定常境界層のはがれにつ

いて弟13図のようなモデルを定性的に提案した｡Mooreの説は,

境界層内に流速那と速度こう配∂〝/紬が同時に

とき,そこの∬をはがれの位置と定

になる点がある

するものである｡弟13図(a)

の定常境界層の場合にMooreの定義は確かに通常のはがれの定義

と一致する｡弟13図(b)は観測者に対して壁が下流に動き,はが

れ点は静止する場合である｡第10図はちょう度これに相当する瞬

間の円柱の境界層内の洗練を示したもので,Mooreの予想図とよく

似ている｡

ところが,観測者に対して壁が上流に動く場合には,Mooreの予

想図,弟13図(c)と 者の計算結果第11図とはかなり違う｡

Mooreの定義に従えば弟11図にははがれ点がないのである｡しか

し流線の形からみて,境界層がはがれないとはいいにくい｡弟10～

12図の曲線のわきに記したのは,流れの関数の値で,それが寄と

/
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β

〃∂

¢′

〃ク

♂

/イ /∫ /β 2∂

亡;昔

第10図 境界屑はがれ点付近の流線図(下流に動く壁面仙f=0)

いうのは壁面にそう流線を表わす｡零流線の壁

から遠いところにおける移動の模様から,はが

れ点を定義すれば合理的であろう｡弟12図は

山Jf=打/2,3汀/2で,壁が静止した瞬間の流線図

で,零流線からが移動していることからみては

がれ点は移動していることになる｡

5.非定常境界層の実験(24)

前章までの各章において取り扱った変動境界

層の理論計算法の仮定の適否を吟味し,結果を

検討する目的で,風胴実験を行なった｡測定に

は熱線風速計を用いて,振動円柱の境界層とカ

ルマン渦を伴う円柱の境界層の平均速度と変動

速度を測った｡

5.1実 験 装 置

実験はすべて日立 作所中央研究所の低速低

乱風胴を用いて行なった｡風胴の要目を弟l表

に,水平断面図を弟14図に示す｡内圧は常圧

で実験した｡

実験に用いた円柱は弟15図に示すとおり

で,鋼管製,外径100mm,長さ700mmであ

る｡リソク機構を内蔵し,円柱一端のマイクロ

メータ･ヘッドをまわせば熱線風速計の円柱表

面からの距離が変わるようにしてある｡熱線風

速計と同一の円柱母線上に直径0.8mmの静圧

孔を設けてある｡この円柱をゆりわくに取り付

けて,風胴ドームの天井からつり,小形電動機

を用いカムを介して風胴気流の方向に振動させ

た｡円柱は風胴側壁に設けた長円形の孔を貫通

させ,貫通部のすぐ外で円柱外周に鍔(つば)を

つけて空気もれを減らした｡円柱の下流にカル

マン洞が生ずれば,そのために起こる速度変動

が円柱の振動による変動と なって,実験精度

が落ちるので円柱下流に尾状に600mm角の平
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板を取り付けて渦の発生を防止した｡カルマン渦による変 境非層

の実験の際には,もちろん尾板をはずし,円柱は風胴側壁に固定し

た｡

風塵動… ブロック線阿を策1る図に示す｡平均風速は熱線を

一定Jl_t抗に保つための加熱電流値によって測り,速度変動はオシロ

第1表 低 乱 風 胴 の 要 目

測定断面の寸法

風 速 鞄 園

内 托

乱 れ

→

様 性

動 力

0.6m角,閉鎖形,長さ1.3m

O.4m/sより48m/sの閑適続可変

最高3kg/cmヨゲージ

0.05%以下

測定断両人口にて偏差0.5%以下

25kW直流電動機り【ド･レオナード式制御方式

立二十周年記念論文

グラムから読んだ｡熱線素子は太さ7ミクロンのタソグステン線

で,検出部を残して銅メッキして馬てい形に成形し,フォークの先

にハンダ付けした｡

5･2 実験結果と検討

実験は弟2表のように四通りの組み合わせで行なった｡

弟17図は実験(3)の状態で,円柱を振動させた場合と振動させな

い場合とのJド均風速の測定値の比較を示す｡本実験の精度範囲内で

は£=0･2程度では変動が平均風速に及ぼす影響は見いだされない｡

これは理論的予測のとおりである｡なお,ここで甲は角度位置で

∬/点を度であらわしたものである｡

実十人図8舞 (1)と(2)における境界層内の平均風速の分布を

示す｡

第19図ほ実験(1)～(3)における境界層内の速度

夢=β2

l

♂/

βaタ

一βα乙タ

♂

-〃♂/

n

ーβ2

~♂/

1γJ

l

/イ

･ミ

/♂

昔
第11図 記 号 の 説 明

第13図(a)Moore

のモデル(定常流)

/β

;

.･

第13図(b)Mooreのモ

デル(下流に動く壁面)

動振幅を無

次元にLて比較したものである｡速度変動は時

間的に多少ふらつくので,長時間の記録の平均

値をとった｡

舞20図は実験(4)の変動振幅分布図であ

る｡現象のふらつきが大きく,弟19図に比べ

ると測定点のちらばりが大きい｡

‖柱面上の静圧分布から計算した層外速度

謹-=1･95(意卜0･43(意)3

によって,よどみ点から圧力最低点付近までを

十分の 度で表わせた｡これをもとにして境界

/J /7

第12図 壁面のごく近くのほがれ流線図

(仙J=方/2二葉線,rり′=3汀/2:破線)

くユニ=]

第13図(c)Mooreのモ

デル(上流に動く壁面)
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第2表 実 験 一 覧 表

(
∈
∈
)

n

○円才壬振動

○円柱青学止

Qクへb
0

0句ク少

0

∂ βJ /β /∫

､､､-

〟∞

節17図｢1用三振動かlり匂速度に対する彩管･攣

(月g=3,600)

順の級数計算を行たって,実験値と比較する｡

まず平均 庶プロフィルについて,実験伯と吉11の項

(第6項)で打ち切った計算値を比較する｡策18図の

線は計算値であって,～つ=30,40,50,600では実験と理論

は良く一致した｡ 験の方はReynolds数も0)R/aoU∞

も異なる二通i)のものを合わせ示してあるので,円柱の

この角度範州では理論の仮定が十分実現されているもの

と考えられる｡P=20り と750においてほ 験と理論の

一致ほあまり良好でない｡20度の方は実験に誤
があ

ると思われる｡?=75し'のところは圧力最低ぶよりも下

流にあって,級数の収束が不十分なためi■こ不一致をもた

らLたと思わ直る〔.

次に速度変動の賓験値と計算値とを比較する｡憎外速度は振矧-j

柱の実験(1)～(3)においてほ,

U=杭(1+三eJ山り

と考える.=.

三の伯は,円柱を振動させた振幅(片振幅22.3111m)と川披数乃お

よび風胴風速U∞より

27rクlX22.3

に上って計算できるくこ さらルニ己は熱線風 外

.
n
｣刊■

〓 度の変動を測

って求めることもできる′､この両方を第3表に比較したが,圧力最

伏点の上流ではほほ-一致した.｡(62)式の仮定は止しいといえる｡.

速度変動振幅の実験値と,準定常流としての計算値を弟19図に

比較する.｡その一致はゃ=75し1を除きほぼ満足すべきものである｡.

非違常の 度振幅(机項は理論的に求めてみると,いまの条件では

非常に小さく,無次元周波数がいちばん大きい 験(3)の場合にも

準定常振幅の0.1%にすぎない｡､Lたがって実験との比較は準定常

振幅について行なえばよい｡P=20～600では,周波数の効 は,

∽月/α0こ/∽が0.3程度までならば,無視してさしつかえないことに

なる｡変動振幅の分布形そのものも,この角度範帥什では実験と理

論がよく一致すると結論できる｡

～･｢=75■二■における実験と計算の不一致はかなり大きい〔〕その坪山
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第18図(a)平 均 速 度 分 布

¢=♂♂虔

βJ

若

ノ♂
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/♂

0 実験(/)(2) ● 実験(J)

第18図(b)平

としては,級数解の収束不十分なこと,層外速度の実験式(61)式か

らのずれ,境界層の三次元的構造,境界層の不安定などが考えられ

るが,いまのところではどれによるのか断定できない｡

実験(4),すなわちカルマン渦による層内速度変動の実験と計算

の比較は弟20図のとおi)で,この場合も弟19図と同様によどみ点

に近いところでは一致は良好で,下流の方ほど不→致が増大する｡

以上の比較をまとめてみるとき,平均速度プロフィル,変動振幅

の分布のいずれも,よどみ点カ､ら圧力最低点の問では実験と計算の

一致は満足すべきものがあるが,圧力上昇に向かう75度のところで

実線は計算値

均 速 度 分 布

●

■

¢= 7J度

0
●

●

○

●

●

･ヽく

∴

∴J

は一致は悪く,その主因ほ級数の収束不十分にあると考えられる｡

…属/αoLJ∞が0.3程度ならば,準定常流としての計算が十分成立す

る｡

る.結 言

境界層の外側の流れの速度が有限な時間平均値を有し,流れが定

常流に近い場合に,層外の速度の微少な周期的変動とか,物体壁の

微少振動によって引き起こされる境界屑の時間的な変化を研究し

た｡



時間 的 な 変動を伴 う 二次元層流境界 層 の 研究
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第19図(b)変 動 振 幅 の 分 和

まず外部条件の変化率を表わす微少パラメータ£に関して変動速

度を展開して,変動速度に対する線形の境界層方程式を導いた｡次

いで,変動速度を周波数パラメータで展開し,速度振幅の方

求めた｡

境界層の偏微分方程式を常微分方程式に帰

式を

させて一般的な解を

求めるために,べき級数解法を発展させた｡従来からあるBlasius

級数の拡張と新しい級数解法の提案を行なった｡いずれも普遍関数

の線形結合で解が得られる便利さがあり,しかも一つの解法の普遍

/J

関数群からほかの解法の関数群が容易に導き出せる｡

級数解法を速度変動の計算にも適用し,境界屑はがれ点付近の流

れの模様を考察した｡層外速度が変動する場合には,変動振幅のl-1ゴ

柱面にそう分布形式によって,層内変動の模様が異なることを見い

だし,また亡2の程度の変動の検討からEの程度の計算は∈が0･5程

度になってもよい近似であることを見いだした｡回転振動Pj柱の計

算結果を用いて,非定常境界屑のはがれに関するMooreの説の欠

点を指摘し,新しいはがれの定義を考えた｡
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第20図 変 動 振 幅 の 分 布(実験(4))

第3蓑 ∈ の 比 較

最後に風胴実験の結果を記述し,理論計算結果と比較した｡托力

最低点より上流では実験と計算の一致は良好であって,理論の仮定

が正しいことが検証された｡

木研究は名古屋大学工学部内田茂男教授と古屋善正教授のご指導

のもとに行なったものである｡両先坐の懇切なるご指掛こ対してこ

こに感謝の意を表わす｡
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